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DEDICATORIA 


AL  ILUSTRE  SENOR  DON  JOSÉ  ECHEGARAY. 


Senor  : 

Ab  escribir  este  tratado  elemental  de  Gâlculo  InfiDitesimal,  no 
puedo  ménos  de  recordar  que  à  Vos  debo  el  coDOcimîento  de  la 
concepcion  de  Leibnîtz,  cuando,  j6ven  aun,  descollabais  ya  entre 
los  distînguidos  profesores  de  la  Escuela  de  Ingenieros  de  Caminos, 
Ganales  i  Puertos  de  Madrid. 

Desde  entônces  han  transcurrido  muchos  afios,  i  el  profando 
matemàtico  llegô  à  ser  ima  gloria  literaria. 

Hoy  vuestro  nombre  es  aclamado  doquiera.  Permitidme  encabezar 
con  él  este  modesto  trabajo,  que,  desde  el  otro  lado  del  Océano, 
os  dedico,  en  prueba  del  respeto,  gratitud  i  admiracion  que  siempre 
he  conservado  por  el  eminenle  Catedràtico  que,  con  su  elevada 
ensenanza,  supo  inspîrarme  un  verdadero  amor  à  la  ciencia  que  él 
cultivaba. 

Si,  por  \enlura,  os  dignareis  alguna  vez  echar  una  ojeada  sobre 
estas  lecciones,  mejor  que  nadie  podreis  decirme  si  supe  aprovechar 
las  que  me  disteis. 

Vuestro  humildë  discipulo 

Leopoldo  Gomez  de  Teran. 

San  Juan,  Kepûblica  Argentina,  i^  de  Enero  de  1888. 


i 
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PREFACIO. 


£1  deseo  de  contribuir,  en  el  limite  de  mis  escasas  fuerzas,  à 
facilitar  el  estudio  del  Càlculo  Infinitésimal  à  los  jôvenes  que  se 
dedican  en  esta  Repûblica  à  la  carrera  de  ingeniero,  me  ha  impul- 
sado  à  publicar  estas  lecciones,  que  son  el  resûmen  de  las  que  estoy 
dictando  desde  algunos  anos  en  la  Escuela  Nacional  de  Ingenieros 
de  San  Juan. 

En  este  concepto ,  he  tenido  en  mira  componer  una  obra 
elemental  que  Uenara  las  exigencias  de  los  programas  locales  i  que 
tuviera  condensados,  en  el  menor  numéro  posible  de  paginas, 
ciertos  conocimientos  que  solo  se  encuentran  en  obras  mas  estensas 
i  complicadas,  escritas  la  mayor  parte  en  idioma  estrangero,  i  cuya 
simple  vista  acobarda  al  estudiante. 

He  procurado  sobre  todo  despojar  el  estudio  del  anàlisis  infini- 
tésimal de  toda  oscuridad  metafisica,  i,  sin  salir  de  los  limites  de 
un  libro  de  testo  elemental,  me  lie  esforzado  en  presentar  los 
principios  fundamentales  con  aquel  rigor  i  précision  esclusivos  de 
los  tratados  clâsicos. 

En  cada  leccion  he  puesto  ejemplos  i  ejercicios  pràcticos,  pro- 
pios  para  ilustrar  la  teoria,  tomàndolos,  con  preferencia,  entre  los 
que  se  relacionan  con  cuestiones  de  geometria,  de  fisica  6  de 
mecànica. 


vin  PRBFAGIO. 


Escuso  decir  que,  para  la  redaccion  de  estas  lecciones,  he  con- 
siiltado  los  mejores  autores,  sobre  todo,  Duhamel,  Sturm,  Serret, 
Hoiiel,  Freycinet  i  Todhunter,  i  hasta  me  he  creido  autorizado  à 
tomar  de  elles  ampliamente  ;  pues  una  obra  destinada  à  la  ense- 
nanza  no  aspira  à  la  novedad  ;  i  el  poco  mérito  original  que  pueda 
contener  este  libro  lo  cifro  en  la  sencillez,  claridad  i  método  que 
haya  logrado  dar  à  la  esposicion  de  una  parte  de  las  matemâticas 
reputada  muy  difîcil  i  trascendental. 

Esplicado  asi  mi  pensamiento,  solo  me  resta  manifestar  que  me 
consideraré  recompensado  de  mi  trabajo,  si  realmente  habré  pres- 
tado  algun  servicio  à  la  juventud  esludiosa;  i,  si  por  ventura  no 
hubiese  logrado  mi  intento,  espero  conseguirlo  en  otra  ocasion, 
aprovechando  todas  las  observaciones  que  mis  comprofesores  ten- 
gan  à  bien  hacerme,  i  que  gustoso  recibiré. 
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LECCION  PRIMERA. 

FUNCIONES   I    LfMITES. 

1.  Cantidad  variable  i  cantidad  constante.  —  Entre  las  canti- 
dades  que  intervienen  en  una  învestigacion  matemàtica  haj  algunas 
que  no  tienen  valores  determinados,  sino  que  pueden  recibir  suce- 
sivamente  varios  valores;  hay  otras  que  conservan  un  ;valor  fijo 
en  el  curso  de  un  mismo  càlculo.  Las  primeras  se  Uaman  canti- 
dades  variables  i  las  segundas  constantes^ 

2.  Funcion.  —  Si  dos  cantidades  variables  estàn  ligadas  de 
manera  que  fijando  el  valor  de  una  de  ellas  el  de  la  otra  queda 
determinado,  se  dice  que  esta  segunda  cantidad  es  funcion  de  la 
primera.  Asi  la  circunferencia  es  funcion  del  radio;  el  espacio 
recorrido  por  un  cuerpo  que  cae  en  el  vacio  es  funcion  del  tiempo. 

Esta  relacion  es  siempre  reciproca;  es  decir,  que  cuando  una 
cantidad  es  funcion  de  otra,  reciprocamente  esta  segunda  es 
funcion  de  la  primera;  porque,  sivarian  juntamente,  à  cada  valor 
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de  la  una  corresponde  un  valor  determinado  de  la  otra,  i,  por  le 
tanto,  son  funciones  una  de  olra.  Asi,  en  una  curva  referlda  à  dos 
ejes  de  coordenadas,  se  puede  considerar  la  ordenada  como  una 
funcion  delà  abscisa,  6  la  abscisa  como  una  funcion  de  la  ordenada. 

3.  Modo  de  espresar  la  dependencia  reciproca  de  dos  canti- 
dades  que  son  lunciones  una  de  otra.  —  Hay  que  considerar  de:» 
casos  :  que  la  relacion  de  dependencia  que  existe  enlre  dos  canti- 
dades  variables  sea  susceptible  de  ser  espresada  por  medio  de  los 
algoritmos  del  càlculo,  6  que  no  lo  sea;  en  el  primer  caso  se 
cncuentra,  por  ejemplo,  la  relacion  que  hay  entre  el  diàmetro  i  la 
circunferencla,  i  en  el  segundo  la  relacion  que  hay  entre  la  tem- 
pcratura  del  vapor  i  su  tension.  De  este  segundo  caso  no  tenemos 
que  ocuparnos. 

En  el  primer  caso,  la  ley  de  dependencia  reciproca  se  espresa 
por  medio  de  una  relacion  analitica  que  se  llama  una  ecuacion. 
Sea  0?,  por  ejemplo,  un  simbolo  de  una  cantidad  variable;  las 
espresiones  ^',  3:r,  logo?,  seno;,  . . .  son  funciones  de  a:;  pues  bien, 
simbolizando  por  jk  ^1  valor  variable  que  toma  cada  una  de  estas 
funciones  de  x^  tendremos  las  ecuaciones 


X 


',        y^=Zx,        yz=i\o^x^         r=:senj7, 


Cuando  se  quiere  indicar  la  dependencia  reciproca  de  dos  can- 
tidades,  sin  espresar  la  naturaleza  de  esta  dependencia,  se  emplean 
simbolos  générales,  como  los  siguientes 

que  se  leen  asi  :  y  igual  funcion/  de  x^y  igual  funcion  <p  de  Xy  etc. 
Si  à  la  variable  x  se  le  da  un  valor  particular  6,  el  resultado  de 
la  sustitucion  de  b  en  lugar  de  x  es  indicado  asi  : 


•    •    •    • 


4.  Cantidades  que  entran  en  la  ecuacion  de  relacion  ademas 
de  las  variables.  —  En  gênerai  toda  ecuacion  que  enlaza  las 
variables,  ademas  de  estas,  contiene  otras  cantidades  que  perma- 
necen  las  mismas,  cualesquiera  que  sean  los  valores  atribuidos  à 


k* 


FCNCIONES    I    LIMITES. 


las  variables,  i,  como  ya  se  ha  dicho,  estas  cantidades  (ijas  se 
Uaraan  constantes.  Asi,  en  la  ecuacion  que  espresa  la  circunfe- 
rencia  en  funcion  del  radio, 

figura  -Tc,  que  es  siempre  igual  â  3, 1 4 1  Sg . .  .  . 

En  la  ecuacion  que  espresa  el  espacio  recorrldo  por  un  cuerpo 
que  cae  en  el  vacio  en  funcion  del  tiempo  empleado  en  recorrerlo, 

el  espacio  ei  el  tiempo  t  son  variables,  pero  g  permanece  constan- 
temente  igual  â  9,808 .... 

Las  cantidades  constantes  se  designan  por  las  primeras  letras 
del  alfabeto,  mientras  que  las  variables  suelen  represen tarse  por 
las  ùltimas. 

5.  Variable  independiente  i  variable  dependiente.  —  Se  llama 
variable  independiente  la  que  se  escoge  para  hacerla  variar  direc- 
lamente  de  un  modo  arbitrario;  i  la  otra,  que  varia  à  consecuencia 
de  los  valores  atribuidos  â  la  primera,  se  lldjna.  funcion  6  variable 
dependiente,  porque  sus  valores  resultan  de  aquellos  dados  â  la 
primera. 

Teôricamente,  en  toda  funcion,  cualquiera  de  las  dos  variables 
puede  ser  lomada  como  independiente;  pero  esta  facultad,  iKmi- 
tada  en  la  teoria,  esta  sujeta  en  la  pràctica  à  la  conveniencia  de 
dcjar  à  las  cantidades  el  papel  natural  que  desempenan.  Asï, 
cuando  se  dice  que  el  espacio  recorrido  por  un  cuerpo  que  cae  en 
el  vacio  es  una  funcion  del  tiempo  que  dura  su  caido,  el  espacio 
représenta  lôgicamente  la  cantidad  dependiente  i  el  tiempo  la  inde- 
pendiente. Si  se  trocasen  los  papeles,  como  se  tiene  el  derecho  de 
hacerlo,  bajo  el  punto  de  vista  puramente  analitico,  diciendo  que 
el  tiempo  es  una  funcion  del  espacio  recorrido,  se  haria  una  elec- 
cion  de  la  variable  independiente  contraria  à  la  sana  lôgica. 

6.  Funciones  de  mas  de  una  variable.  —  Una  cantidad  puede 
depender  de  varias  otras,  i  entônces  tenemos  una  funcion  de  mas 
de  una  variable.  Por  ejemplo,  el  volùmen  de  un  cilindro  dépende 
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â  la  vez  de  la  altura  i  del  radio  de  la  base  ;  el  espacio  recorrldo  por 
un  môvil,  en  un  medio  resîstente,  bajo  la  influencia  de  unafuerza, 
dépende  no  s6lo  del  liempo  transcurrido,  sino  tambien  de  la  inten- 
sidad  de  la  fuerza  i  de  la  resistencia  que  opone  el  medio. 
Las  funciones  de  mas  de  un  a  variable  se  representan  asi  : 

7.  Representacion  jgeométrica  de  las  funciones.  —  Una  fun- 

cion  de  una  sola  variable  independienlej^=/(x)puede  ser  repre- 
sentada  geométricamente.  Basla  para eslo  considerarà^iâj^como 
las  coordenadas  rectilmeas  que  correspondan  à  un  punto  con 
relacion  â  dos  ejes  trazados  en  un  piano.  El  conjunto  de  estos 
puntos  formarà,  en  gênerai,  una  curva,  que  represen tara,  en  cierto 
modo,  la  relacion  que  existe  entre  las  dos  variables  que  se  consi- 
deraba. 

Se  puede  tambien  representar  por  una  superficie  una  funcion 
de  dos  variables  independientes,  tomando  como  funcion  una 
cualquiera  de  las  très  coordenadas  de  un  punto  en  el  espacio,  i  las 
otras  dos  como  variables  independientes. 

8.  Funcion  explicita  i  funcion  implicita.  —  Se  dîce  que  una 
funcion  es  explicita  cuando  se  conoce  la  série  de  operaciones  que 
bay  que  ejecutar  con  la  variable  6  las  variables  independientes 
para  hallar  el  valor  de  la  funcion,  es  decir,  cuando  en  un  miembro 
de  la  ecuacion  se  encuentra  la  sola  variable  dependiente,  i  en  el 
olro  miembro  una  espresion  que  encierra  la  variable  6  las  variables 
independientes.  Asi 

(A)  J=±-v/a*-^-' 

es  una  funcion  explicita  ;  i,  en  gênerai. 


•  •  • 


son  funciones  explicitas. 

En  el  caso  contrario,  se  llama  implicita;  es  decir,  cuando  la 
funcion  esta  ligada  à  la  variable  6  â  las  variables  independientes 
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por  una  ecuacion  no  resuelta,  como 

(B)  5ï+iï  =  '' 

î,  en  gênerai, 

Una  funcion  implicita  puede  hacerse  explicita  siempre  que  se 
sepa  resolver  la  ecuacion.  Asi  la  ecuacion  (B)  puede  transformarse 
en  la  ecuacion  (A). 

9.  Funcioneli  algebràicas  i  trascendentes.  —  Las  funciones 
explicitas  se  dividen  ordinariamente  en  algebràicas  i  trascen- 
dentés.  Las  algebràicas  son  aquellas  en  que  s6lo  figuran  las  seis 
primeras  operaciones,  es  decir,  la  adicion,  la  sustraccion,  la 
multiplicacion,  la  division,  la  elevacion  de  una  cantidad  à  una 
potenciaconocida,  i  la  estraccion  de  una  raiz  de  un  indicé  conocido  ; 
se  requière,  adenias,  que  el  numéro  de  estas  operaciones  sea 
finito. 

Funcion  trasccndenle  es  cualquiera  funcion  en  que  las  variables 
vienen  afectadas  de  alguna  otra  operacion. 

Las  funciones  algebràicas  pueden  ser  racionales  é  irracionales. 
Racionales  son  aquellas  en  que  las  variables  no  vienen  afectadas 
de  esponentés  fraccionarlos,  ni  se  hallan  debajo  de  ningun  radical. 
Cuando  se  veriiica  una  de  estas  condiciones  6  las  dos  à  la  vez,  la 
funcion  es  irracional. 

Las  funciones  racionales  se  subdividen  en  enteras  i  Jracciona- 
rias  :  son  enteras  aquellas  en  que  las  variables  no  tienen  esponentés 
negativos,  ni  se  hallan  en  ningun  denominador.  Si  ocurre  alguna 
de  estas  condiciones  6  las  dos,  la  funcion  es  fraccionaria. 

10.  Funciones  simples.  —  Llàmase  funcion  simple  aquella  en 
la  cual  la  variable  no  esta  afectada  mas  que  de  una  sola  de  las 
operaciones  fundamentales  del  càlculo.  En  otros  términos,  las 
funciones  simples  son  la  espresiou  misma  de  taies  operaciones, 
designadas  generalmente  con  el  nombre  de  algoritmos. 

En  el  estado  actual  de  nuestros  conocimientos,  las  funciones 
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simples  que  pueden  considerarse  son  las  siguientes  : 

y=-a'^Xy        y  '^^  CLX^         y  =  — , 

X 

r  =  a?«,       y  —  sfx^ 

Funciones  esponencial     (  y  nz  a*, 
i  logaritmica.  (  y  ==:  log  x. 

I/  =  sen^,        j=:tang^,        j  — seco:, 
j'z^:  sen  versos, 
j  izz  cos  verso  a?. 

|^.=  arcsenj:,    j^^rarclang^,    j^arcsecar, 
j  :=  arc  sen  verso  07, 
j'^rarccoso:,        ^=:  arc  cota:, 
y  z=L  arc  cosec  x^        y  =  sirc  cos  verso  x, 

il.  Funcion  de  tuncion.  —  Cuando  una  funcion  dépende  de 
una  cantidad  que  es  à  su  vez  funcion  de  una  6  mas  variables,  se 
dice  que  la  primera  es  una  funcion  de  funcion  de  estas  ùltimas. 
Asi  el  espacio  recomdo  por  la  caida  de  un  cuerpo  es  una  funcion 
de  la  velocidad,  i  esta,  à  su  vez,  es  una  funcion  del  tiempo.  En 
efccto,  se  demuestra  en  fisica  que  se  tienen  las  ecuaciones  siguientes  : 

(i)  e=i—, 

2g 

(2)  v-gt. 

Quiere  decir  que,  en  este  caso,  la  relacion  entre  la  funcion  i  las 
variables  independientesno  es  directa,  sino  que  se  halla  establecida 
por  medio  de  otras  ecuaciones  i  otras  variables  intermedias;  pcro, 
mediante  una  sustitucion  conveniente,  puede  establecerse  la  relacion 
directa.  Asi,  sustituyendo  en  la  ecuacion  (i)  el  valorde  v  que  da  la 
ecuacion  (2),  résulta 

e  =  \gr-^ 

42.  Funcion  compuesta.  —  Cuando  una  funcion  dépende  de 
dos  6  mas  funciones  de  una  variable  independiente,  se  le  llama 
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una  funcion  compuesta;  asi,  si  u^  ç,  z  son  très  funcioncs  de  la 
variable  independiente  Xj  i  que  se  tenga 

y  es  una  funcion  compuesla  de  las  très  funciones  Uj  (^  i  z. 

13.  Funciones  inversas.  —  Cuando  dos  variables  dependen  una 
de  otra  i  que  se  espresa  sucesivamenle  cada  una  de  ellas  en  fun- 
cion de  la  otra,  se  obtienen  dos  funciones  que  se  llaman  inversas 
una  de  otra, 

Asi,  por  ejemplo, 

y  —  a?"*,  X  —  'y/y 

represenlan  dos  funciones  inversas. 

14.  Importancia  de  las  funciones.  —  La  consideracion  de  las 
funciones  es  tan  anligua  como  el  estudio  mismo  de  los  fenômenos, 
con  el  cual  esta  en  inlima  relacion.  En  efecto,  ^  que  es  la  definicion 
de  las  funciones,  sino  la  definicion  misma  de  la  ley  de  los  feno- 
menos?  Encontrar  la  ley  de  un  fenômeno,  es  establecer  entre  sus 
diverses  elementos,  6  entre  las  diversas  circunslancias  que  con- 
curren  à  su  produccion,  una  6  mas  ecuaciones  que  permitan 
encontrar  algunos  de  estos  elementos,  cuando  los  otros  son  cono- 
cidos.  Asi  Ja  ley  de  la  gravilacion  universal  consiste  en  espresar, 
por  una  ecuacion,  el  valor  de  la  atraccion  en  funcion  de  las  masas 
de  los  cuerpos  en  presencia  i  de  la  distancia  que  los  sépara.  La  ley 
del  enfriamiento  de  un  cuerpo  en  el  vacio  consiste  en  espresar  la 
temperatura  en  funcion  del  tiempo  transcurrido,  etc. 

En  este  concepto  puede  afirmarse  que  la  parte  del  càlculo  que 
se  ocupa  especialmente  de  las  funciones  esta  en  conexion  inme- 
diata  con  el  estudio  de  los  fenômenos  de  la  naturaleza,  que  forman 
el  objeto  final  de  toda  ciencia. 

La  concepcion  de  las  funciones  dà,  ademas,  un  caràcter  mas 
gênerai  à  las  ecuaciones.  Estas  son  consideradas  en  àlgebra  bajo 
el  punto  de  yisla  de  la  solucion  de  un  problema  ;  consideràndolas 
en  vez  como  funciones,  son  la  espresion  de  una  ley.  Por  ejemplo, 
para  encontrar  el  ârea  de  un  circulo,  conociendo  el  radio,  cela- 


8  r"    PARTE.   —  LECGION   l^. 

blecemos  la  ecuacion  A  =  ^  R^  ;  pero  esta  ecuacion  conviene  à 
todos  los  circulos,  de  suerte  que,  considerando  el  àrea  como  uaa 
funcion  del  radio,  esta  ecuacion  nos  da  la  ley  gênerai  de  las 
superficies  circulares. 

15.  Limite  de  una  variable.  —  Cuando  los  valores  sucesivos  de 
una  cantidad  variable  se  aproximan  indefinidamente  à  una  can- 
lidad  fija  i  determinada,  de  manera  que  la  diferencia  variaj;)le  que 
hay  entre  ambas  cantidades  puede  ser  tan  pequena  como  se  quiera, 
esta  cantidad  fija  se  dice  que  es  el  limite  de  la  cantidad  variable. 
Asf  la  superficie  del  cfrculo  es  el  limite  de  las  àreas  de  los  poli- 
gonos  inscriptos  i  circunscriptos;  el  cono  es  el  limite  de  las  pirâ- 
mides  inscriptas  i  circunscriptas,  la  paràbola  es  el  limite  de  las 
elipses  cuyo  eje  mayor  vaya  aumentando  indefinidamente,  etc. 

Tomemos  otro  ejemplo.  Sea^  =  i •  Se  ve  que,  cuando 

X  aumenta,^^  tambien  aumenta,  pero  siempre  sera  menor  que  la 

unidad;  i,  como  la  diferencia  con  esta,  que  es >  puede  ser 

mas  pequena  que  cualquiera  cantidad  por  pequena  que  sea, 
diremos  que  la  unidad  es  el  limite  de  y^  cuando  x  crece  indefi- 
nidamente. 

Es  prcciso  observar  que  la  variable  puede  ser  inferior  6  superior 
à  su  limite  ;  tambien  puede  acontecer  que  sea  alternativamente 

mayor  i  menor  que  este  limite.  Asi  la  relacion tiende  hâcia 

cero  a  medida  que  el  arco  aumenta;  pero  cada  vez  que  el  arco  es 
un  mûUiplo  de  la  semi-circunferencia  la  relacion  es  nula  i  cambia 
de  sîgno;  de  manera  que  esta  espresion,  alternativamente  positiva 
1  negativa,  oscila  realmente  al  rededor  de  cero. 

Tal  vez  se  objetarâ  que,  en  este  ejemplo,  la  relacion  variable  se 
confunde  rigorosamente  con  su  limite,  cuando  elarco  esigual  à  un 
mûltiplo  exacto  de  la  semi-circunferencia,  i,  por  lo  tanto,  caeria 
en  defecto  el  principio  enunciado  de  que  nunca  la  variable  se  con- 
fonde con  el  limite.  Pero  es  de  observarse  que  cuando  el  arco  se 
supone  igual  à  un  mûltiplo  de  la  semi-circunferencia,  ya  no  hay 

seno,  i  la  cantidad  variable >  que  implica  la  existencia  del  seno, 
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cesa  de  satisifacer  à  su  deiinicion  primitiva;  por  consîguiente,  para 
que  la  relacion  subsista,  podemos  considerar  un  arco  tan  cerca 
como  se  quiera  de  un  mùltiplo  de  semi-circunferencia,  pero  nunca 
exactamente  igual. 

La  ilusion  ô  el  error  proviene  de  que,  para  pasar  de  un  arco  un 
poco  mas  pequeno  que  un  mûlliplo  de  semi-circunferencîa  à  otro 
un  poco  mayor,  se  pasa  gràfîcamente  por  un  punto  inlermedio, 
para  el  cual  hay  arco,  pero  no  hay  la  linea  trigonométrica,  i,  por 

sen  ce 
consiguiente,  tàmpoco  la  relacion a  que  dîcha  linea  da  lugar. 

16.  Limites  que  se  présentai!  bajo  la  forma  - —  Las  funciones 

que,  para  un  cîerto   valor  de  la  variable,  se  presentan  bajo  la 

o    •  •  •  •       sen  ce 

forma-  tienen  tambien   su  limite;  asi  la   relacion >  que  se 

o  X       ^ 

acerca  à  -»  cuando  x  tiende  hâcia  cero,  tiene  por  limite  la  unidad, 
o  '  r  7 

i  suele  decirse  que,  para  a;  =  o, ==  \ .  Pero  conviene  tener 

siempre  présente  que  esto  no  es  sino  un  modo  abreviado  de 
espresarse,  i  lo  que  debemos  simplemente  entender  con  taies 
palabras  es  que,  cuando  x  disminuye  indefinidamente,  la  relacion 

variable se  acerca  à  la  unidad  tanto  como  se  quiere. 

Del  mismo  modo  cuando  se  dice,  por  ejemplo,  que  para  x  igual 

à  infinilo  la  espresion es  igual  â  la    unidad,  su  verdadero 

significado  es  que,  cuando  ^crece  indefinidamente,la  relacion 

puede  diferir  de  la  unidad  tan  poco  como  se  quiera. 

17.  Observacion  L  —  Para  asegurarse  de  que  una  cantidad  es 
limite  de  otra  no  basta  dcmostrar  que  la  diferencia  entre  ellas  dis- 
minuye cada  vez  mas;  es  preciso  hacer  ver  que  esta  diferencia 
puede  ser  menor  que  cualquiera  cantidad  por  pequena  que  sea. 
A.si  los  polfgonos  inscriptos  en  un  circulo  no  tienen  por  limite 
cualquier  circulo  concéntrico  al  précédente,  aunque  fuese  muy 
pequena  la  diferencia  de  los  radios. 
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18.  Observacion  II.  —  A  la  nocion  de  limite  corresponde  en  el 
Icnguaje  iina  particularidad  înteresante  :  la  de  dos  definiciones 
completamente  dîstintas  i  cuyos  objetos  tienden  sin  embargo  a 
confundirse.  Pero  la  contradicion  no  es  sino  aparente,  i  se  esplica 
fàcilmente.  Définir  un  objeto  es  marcar  sus  caractères  de  manera 
que  no  pueda  confundirse  con  nin'gun  otro.  Si  la  confusion  fuese 
posible,  la  definicion  séria  defectuosa.  El  circulo  i  el  poligono  son 
perfectamente  definidos  en  geomelria  i  no  pueden  confundirse  uno 
con  otro.  Sin  embargo,  à  medida  que  aumenta  el  numéro  de  lados 
de  un  poligono  inscripto  en  un  circulo,  los  dos  tienden  â  confun- 
dirse; i  se  llega  aparentemente  à  este  resultado  de  que  dos  enun- 
ciados  lôgicaraente  distintos  pueden  representar  una  sola  i  misma 
cosa. 

Pero  lo  propio  de  un  limite  es  precisamente  de  no  confundirse 
nunca  con  la  variable;  i  cuando  suele  decirse  que  se  confunden  en 
el  infinito,  équivale  à  decir  que  no  se  confunden  nunca,  puesto  que 
el  infinito  es  inactuable;  i  cabalmente  el  hecho  de  que  el  limite  i 
la  variable  parten  cada  uno  de  una  definicion  distinta  esplica  la 
eslrana  imposibilidad  de  hacer  coincidir  dos  cantidades  que  se 
aproximan  indefinidamente,  i  tanto  como  se  quiera. 

19.  Continuidad  de  las  funciones.  —  Se  dice  que  una  funcion 
de  una  ô  mas  variables  es  continua^  cuando  puede  asignarse  à  la 
variable  6  variables  independientes  valores  tan  prôximos  que  la 
diferencia  entre  los  valores  correspondientes  de  la  funcion  sea 
menor  que  cualquiera  cantidad  por  pequena  que  sea. 

En  este  concepto,  si/(j:)  es  una  funcion  continua,  podrà  escri- 
birse 

siendo  s  una  cantidad  que  tiende  hâcia  cero  al  mismo  tiempo  que 
/i.  O  bien 

lim/(a-+-/0=/(a). 

Luego,  poniendo  6r-f-Afc=^,  i  considerando  à  la  cantidad  a 
como  un  limite  de  x,  se  tendra 

\\mf(jr)=:f{\imx). 
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Del  mismo  modo  se  démos traria  que 

lim/(a?,^,  z,  . . .  )  =f{lima:y  limy^  limr,  . . .  ). 

Las  funciones  que  no  tienen  el  caràcter  de  contînuidad  son 
ménos  importantes,  porque  no  podrian  referirse  a  nîngun  fenô- 
meno  natural.  En  el  6rden  fîsico  todo  se  verifica  sin  cambios 
bruscos  :  Natura  non  facit  saltum, 

20.  Solucion  de  contînuidad.  —  La  continuidad,  à  veces,  no  es 
indefinida,  es  decir,  que  existe  solo  en  el  intérvalo  de  determi- 
nados  valores,  i  se  dice  que  una  funcion  présenta  iina  solucion  de 
continuidady  cuando  para  cierto  valor  de  la  variable  la  funcion  no 
tiene  el  mencionado  caràcter  de  continuidad.  Por  ejemplo,  la  fun- 
cion r= es  continua  para  todos  los  valores  de  x 

*^        sen  a  —  sen  x  ^ 

menores  que  a;  pero  cuando  ^  =  a,  la  funcion  tiene  un  valor 
infinito;  luego  cambia  de  signo  i  queda  negativa  hasta  que  x 
aumentandopaseporel  valor  7;  —  a;  pero  esta  funcion  es  continua 
entre  ciertos  limites  de  x. 

Una  funcion  realmente  discontinua  es  j'=( — a)*,  represen- 
tando  a  un  numéro  positivo.  En  efecto,  si  se  conciben  los  valores 

de   la  variable   x  puestos  bajo  la  forma  ->  la  funcion  y  sera 

igual  a  y-  ( —  ay,  Siempre  que  p  sea  un  numéro  impar  î  y  un 

numéro  par  el  valor  de  y  sera  imaginario.  Ahora  bien,  dando  à 
p\q  valoressuficientemente  grandes,  puede  hacerse  varîar  â  x  tan 
poco  como  se  quiera,  i  obtener  para  y  valores  alternativamente 
reaies  é  imaginarios. 
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LECCION  II. 

OBJETO  DEL  CALCULO  INFINITESIMAL.  —  MÉTODO  DE  LOS  LIMITES. 

MÉTODO  INFINITESIMAL. 


21.  Objeto  del  càlculo  infinitésimal.  —  El  càlculo  infinîtesimal 
liene  por  objeto  delerminar  el  valorde  las  cantidades  desconocidas 
que  entran  en  un  problema,  cuando  dicho  valor,  por  la  naturaleza 
misma  de  las  cantidades,  no  se  presta  â  ser  encontrado  de  un  modo 
directo. 

Este  objeto  se  consigue  demostrando  que  taies  cantidades  pueden 
ser  consideradas  ya  como  limites  de  relaciones,  ya  como  limites 
de  sumas  de  cantidades  infinitamente  pequeôas  i  de  una  naturaleza 
mas  sencilla  ;  entônces  el  problema  se  reduce  â  calcular  estos  limites, 
es  decir,  à  encontrarlos  valores  fijos  hàcia  los  cuales  convergen  las 
relaciones  ô  las  sumas  de  cantidades  variables,  â.  medida  que  estas 
decrecen  indefiqidamente,  segun  una  ley  dada. 

Asi,  por  ejemplo,  la  determinacion  de  la  velocidad  de  un  movi- 
miento  variado  conduce  à  calcular  el  limite  hàcia  el  cual  tiende  la 
relacion  del  espacio  recorrido  al  tiempo  empleado  en  recorrerlo, 
cuando  este  tiempo  se  acerca  à  cero.  Del  mismo  modo  la  delermi- 
nacion  de  la  longitud  de  una  curva  conduce  à  calcular  el  limite 
hàcia  el  cual  tiende  la  suma  de  los  lados  de  un  poligono  inscripto, 
à  medida  que  estos  lados  convergen  hàcia  cero  i  que  su  numéro 
crece  indefinidamente. 

22.  Principio  fundamental  de  los  limites.  —  Si  dos  cantidades 
que  varian  simultâneamente  permanecen  constantemente 
iguales  en  todos  sus  estados  de  magnitude  i  tienden  cada  una 
hàcia  un  limite^  estos  dos  limites  son  necesariamente  iguales. 

En  efecto,  sean  ai  ^  dos  variables  taies  que  se  tenga  constan- 


C^'^^f  ^^^^d^'^.  /:e^Of: 
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Sea  A  el  limite  de  a,  podrenios  escribir 


siendo  S  ana  cantidad  tan  pet^uena  como  s 
dediice 

P  ^  A  +  B, 

lo  que  prueba  que  ^  tiene  por  limite  A,  puesto  que  la  difereocia 
entre  estas  dos  cantidades  es  tan  pequeiia  como  se  quiera. 

23.  Hétodo  de  los  limitas.  —  Cuando  se  quiere  hallar  la 
rclacion  entre  cantidades  que  no  se  prestan  fàcitmenle  à  la 
comparacion,  en  lugar  de  estas  magnitudes  se  consideran  otras 
de  una  especie  lat  que  puedan  compararse  i  qne  tengan  por  limites 
les  magnitudes  dadas. 

Este  método  esta  fundado  en  el  principio  siguïente  :  Las  rela-- 
ciones  que  existen  entre  cantidades  variables  son  idénticas 
â  tas  que  existen  entre  los  limites  de  dichas  cantidades. 

En  efecto,  sean  Xjjca,  . . .  cantidades  variables  entre  las  cuales 
exista  una  relacion  espresada  por  la  ecuacion 

fix,y,z,...)-Y{x,y,z,...). 

Supongamos   qae   los  limites   respectivos  de  cada  una  de  estas 
variables  sean  ayb,c, Podremos  escribir  [19] 

\lmf(x,y,z,...)=:f{a,b,c,...), 
\imV  (x,y, s, ..  .)  —  V{a,b,c, .. .). 

Pcro  los  limites  de  cantidades  que  parmanecen  iguales  son  iguales 
tambien,  luego  se  tendra  esactamente 

/{a,b,c,...)^V{a,b,c,  ...)■ 

24.  Ejehplo.  —  Supongamos  que  se  quïera  hallar  la  relacion  que 
hay  entre  las  Âreas  de  losclrculos.  Sustituyamos  &  los  circulos  polî- 
gonosregularesinscriptos  i  del  mismo  numéro  de  lados.  LIamemos 
P  î  P'  las  superficies  variables  de  los  poligooos  i  A,  h'  sus  apolemas  ; 


•   V 


\     ;n    -    •■  '^'^^^ 


l4  !»••    PAIITE.    —    LEGCION  II. 

tendremos  constantemente  la  igualdad 

LIamemos  C  i  C  los  valores  fijos  de  las  superficies  de  los  cîrculos 
«R,  R'  sus  radios.  Sabemos  que  P,  P,  A,  A'  tienen  por  limites 
respectivosC,  C,  R,  R';  ielprincipio gênerai dice que, reemplazando 
las  cantidades  variables  que  eslân  en  una  ecuacion  por  los  limites 
respectivosy  se  tiene  una  ecuacion  exacta  entre  estos  limites;  luego 
la  relacion  précédente  conduce  à  la  siguiente  : 

C_  R^ 

Como  se  ve,  el  método  de  los  limites  consiste  en  considerar  à 

las  cantidades  cuya  relacion  se  busca,  como  limites  de  cantidades 

mas  sencillas,  i  en  hallar  la  relacion  que  haj  entre  estas  ùltimas. 

Una  vez  obtenida  esta  relacion,  se  sustituyen  à  las  variables  sus 

'limites  respectivos. 

25.  Inflnitamente  peqaefio.  —  Se  Uama  cantidad  infiniia- 
mente  pequena  6  simplemente  un  injinitamente  pequeho  una 
cantidad  variable  que  puede  aproximarse  à  cero  tanto  como  se 
quiera,  pero  sin  jamas  anularse. 

Esta  definicion  entra  en  la  nocion  gênerai  del  limite,  i  corres- 
ponde al  caso  particular  en  que  el  limite  es  cero. 

Se  puede  decir  tambien  que  la  nocion  de  limite  implica  la  idea 
correlativa  del  infinitamente  pequefio.  Porque  desde  c4  momento 
en  que  una  variable,  en  gênerai,  puede  aproximarse  tanto  como 
se  quiera  à  una  cantidad  fija,  de  manera  que  la  diferencia  sea  menor 
que  cualquiera  cantidad  dada  por  pequefla  que  sea;  se  sigue  que 
esta  misma  diferencia  entre  la  cantidad  fija  i  la  variable  es  un  infi- 
nitamente pequefio,  puesto  que  tiende  indefinidamente  hàcia  cero, 
sin  poder  jamas  anularse. 

La  nocion  del  infinitamente  pequeno  no  debe  confundirse  con 
la  nocion  fisica  de  una  cantidad  muy  pequena.  Esta  se  aplica  à 
valores  fîjos  i  se  refîere  â  nuestros  medios  de  percepcion,  que  nos 
hacen  considerar  como  muy  pequena  una  cantidad  cuando  casi 
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escapa  à  nuestros  sentidos.  Por  lo  contralto,  el  caràcler  esencial 
del  infînitamenle  pequeno  es  de  ser  eminentemente  variable  i  de 
poder  dismînuir  tanto  como  se  quiera;  por  consiguienle,  no  tiene 
un  valor  lijo  i  su  magnitud  no  esta  ligada  à  nuestras  apreciaciones 
(isicas. 

26.  Infinitamente  grande.  —  Por  oposicion  al  in  fini  lamente 
pequeno,  se  Uama  infinitamente  grande  una  cantidad  variable 
que  puede  tomar  valores  majores  que  el  de  cualquiera  otra  can- 
tidad fija  por  grande  que  sea. 

Esta  nocion  del  infinitamente  grande  matemàtieo  tampoco  debe 
confundirse  sea  con  lo  que  se  llama  una  cantidad  muy  grande  en 
el  ôrden  de  las  ideas  fisicas,  sea  con  el  infini to  absolu to,  tomado 
en  el  sentido  metafïsico. 

Una  cantidad  muy  grande,  fïsicamente  hablando,  es  un  valor 
fijo,  que  consideramos  muy  grande  en  comparacion  con  otros  que 
estàn  mas  en  armonia  con  las  dimensiones  que  ordinariamente  se 
nos  presentan;  i  en  el  ôrden  metafïsico,  el  infinito  absoluto  escluye 
toda  idea  de  limitacion  i  de  détermina cion,  i  no  puede,  por  consi- 
guiente,  ser  el  objeto  de  ninguna  especulacion  matemàtica. 

Cuando  este  infinito  se  présenta  como  resultado  de  un  càlculo, 
eslo  quiere  decir  que  la  cantidad  buscada  cesa  de  existir  en  las 
circunstancias  en  que  nos  habiamos  colocado,  i  la  no  existencia  de 
esta  cantidad  indica  la  imposibilidad  del  problema  en  el  cual  dicha 
cantidad  formaba  la  incôgnita. 

Sin  embargo,  cuando  la  no  existencia  de  la  incognita  no  es 
incompatible  con  las  condiciones  puestas,  el  valor  infinito  puede 
corresponder  à  una  solucion  determinada.  Asi,  por  ejeraplo,  para 
encontrar  un  àngulo  puede,  en  gênerai,  tomarse  por  incognita  la 
tangente  trigonométrica,  pero  debe  esceptuarse  el  caso  particular 
del  éngulo  recto.  Las  ecuaciones  que  dan  el  valor  de  esta  tangente 
deben  conducir  â  una  espresion  que  crecerâ  indefinidamente,  à 
medida  que  los  datos  se  aproximan  à  los  que  darian  por  solucion 
el  àngulo  recto.   En  este   ùltimo  caso  la  expresion  toma  ordi- 

K 

nariamente  la  forma  de  una  cantidad  finita  dividida  por  cero  —  > 

que  se  représenta  por  el  simbolo  oo  .  Se  dice  enténces  que    el 
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valor  de  la  incôgoila  es  in/înito  i  que  el  àngulo  correspondienfe 
es  recto. 

Del  mismo  modo,  si  tenemos  una  funcion 

X 

^       X  —  I  * 

decimos  que,  para  ^  =  i,^es  infiuito;  pero  debe  tenerse  présente 
que  esto  no  es  sino  un  modo  abrevîado  de  espresarse,  i  lo  que  debe 
entenderse  es  que  cuando  x  se  acerca  à  i  tanto  como  se  qiiiera, 
y  puede  ser  mayor  que  cualquiera  cantidad,  por  crecida  que  sea. 

27.  Método  infinitésimal.  —  El  método  infinitésimal  consiste 
en  el  empleo  de  los  infinitamente  pequenos,  para  la  resolucion  de 
problemas  en  que  el  valor  de  las  canlidades  finitas  desconocidas  no 
pucde  hallarse  de  un  modo  directo. 

Este  empleo  puede  hacerse  bajo  dos  puntos  de  vista  muy 
diferentes.  El  primer  punto  de  vista  consiste  en  considerar  à  la 
cantidad  que  se  busca  como  el  limite  de  la  relacion  de  dos  infi- 
nitamente pequenos  de  una  especie  mas  sencilla.  Es  asi  que  se 
procède,  como  se  verâ  mas  adelante,  en  el  problema  que  tiene 
por  objeto  hallar  las  tangentes  â  las  curvas.  El  segundo  punto  de 
vista  consiste  en  considerar  à  la  cantidad  en  cuestion  como  el 
limite  de  la  suma  de  cantidades,  de  una  especie  mas  sencilla,  que 
tienden  hâcia  cero,  al  mismo  tiempo  que  su  numéro  aumenta 
indefinidamente.  Es  asi  que  se  considéra  la  longitud  de  una  curva. 

La  solucion  de  estos  dos  problemas  se  simplifica  mucho  mediante 
los  principios  siguientes.  ' 

28.  Teorema  I.  —  El  limite  de  la  razon  de  dos  infinitamente 
pequenos  no  se  altéra,  cuando  se  reemplazan  estos  por  otros 
infinitamente  pequenos  cuyas  relaciones  con  losprimeros  tienen 
respectivamente  por  limite  la  unidad. 

En  efecto,  sean  a  i  0  los  infinitamente  pequenos  propuestos,, 
i  a',  ^'  otros  infinitamente  pequenos  taies  que  se  tenga 

lfmj  =  i,         \iml=:i. 
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Podemos  escribir 

a        a 


ô' 


de  donde 


luego 


?^  p'^  a'^   ?' 


l/m  7  =  lîm  -7  X  lim  -,  x  If  m  i^ , 

S  6'  a'  p 


I  r  *  I  »  * 

l.m^=l.mp. 


Se  piiede  enuncîar  este  leorema  de  oiro  modo  :  Bl  limite  de  la 
relacion  de  dos  injinitaniente  pequenos  no  se  altéra  cuando  se 
agregue  6  quite  ci  cada  uno  de  ellos  iina  cantidad  infini  ta  mente 
pequena  con  relacion  à  los  mismos. 

En  efecto,  cuando  el  limite  de  la  razon  de  dos  in/initamente 
pequenos  es  igiial  à  la  unidad^  la  diferencia  entre  estos  infini- 
tamente  pequenos  es  un  infinitamente  pequeno  con  relacion  a 
cada  uno  de  ellos  ;  i  reciprocanienle,  cuando  la  diferencia  de 
dos  infinitamente  pequenos  es  un  infinitamente  pequeilo  con 
relacion  a  cada  uno  de  ellos ^  el  limite  de  su  relacion  es  igual 
a  la  unidad,  Fâcil  es  demoslrarlo.  Se  liene  evidcntemente 


de  donde 


a 

x' 

-h 

a 

a 

I 

-+- 

a 

a' 

x' 

a 

> 

a         .        1   ,  .  a  —  a' 


por  consiguiente,  si  lim  -7  es  igual  â  uno,  es  preciso  que 


a  ~  *  "a' 

.a  —  a' 


tienda  hàcia  cero;  i,  reciprocamente,  si tiene  por  limite  cero, 

-7  tiene  por  limite  la  unidad. 


a 
a 


29.  EjEMPLO.  —  Si  el  arco  x  es  infinitamente  pequeno  i  que  m  i  n 
son  dos  constantes,  las  cantidades  senmx,  sennx  serân  infinita- 
mente pequenas,  i,  como  se  tiene 

,,     son /Tir  ,,     sen/i^ 

iim =  I,  lim =  I, 

mx  nx 


i8 
résulta 
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,,     senmx      ,,     ma:      m 

Iim =:  lim  —  z=:  — 

sen  nx  nx       n 


30.  Teorema  II.  —  Sean  «i,  «a,  as)  ...?«/»  infinitamente 
peguefios  positwos  ciiyo  numéro  mcrece  indefinidamente.  Si  la 
suma  de  estos  infinitamente  pequeiïos  tiende  hdcia  un  valor  S, 
t  9wePi,g2,3sî  •  •  ?  ^mrepresentanotros infinitamente pequenosy 
el  limite  de 


«1  f  1  -+-  aj  (3,-^  a,  p,  -I-  .  . .  4-  a,„  ^ 


m 


es  cevo. 

En   efecto,   representemos  por  0    aquel   de  los  infinitamente 
pequenos  0i,027   •  •  •  que  lenga  el  mayor  valor  absoluto;  la  suma 

«1  Pi  +  «a  p2  4-  «3  ?3  -^  .  .  .  -^  am  Pm  sera  menor,  en  valor  absoluto, 
que  P(a»  +  aaH- «s-h  ...  -\- o^in)\  pero  este  produclo  tiene  por 
limite  cero;  luego  la  suma 


tiene  lambîen  por  limite  cero. 


«wi  P 


m 


3 1 .  EjEHPLO.  —  Consideremos  el  ârea  comprendida  entre  la  ciirva 


Fig.  I. 


plana  CD  {Jig»  i),  el  eje  de  las  x  i  las  dos  ordenados  CA  i  DB.  Ima- 
ginemos  que  dividanios  AB  en  partes  infinitamente  pequeîias  taies 
como  PP',  cada  una  de  las  cuales  tienda  hàcia  cero.  Digo  que  la 
suma  de  los  rectàngulos  taies  como  MIM^K^  construidos  con  la 
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diferencia  de  dos  ordenadas  consécutives  como  aluira  i  el  intérvalo 
PF  como  base,  tiene  por  limite  cero.  En  efecto,  se  tiene 

2PP'=:AB 

i 

2MIM'K==2PFKM; 

i  como  KM  es  un  infinitamente  pequeno,  resultp,  por  el  tcorema 
précédente, 

2MIM'K  =  o. 

32.  Teorema  III.  —  El  limite  de  lasuma  de  un  numéro  in  fi  ni  lo 
de  sumandos  positivas  injinitamenie  peque/ws  no  se  altéra 
cuando  se  reemplazan  por  otros  cuyas  razones  con  los primeras 
tienden  hàcia  la  unidad. 

Sean 

*1»  ^t»  *S»  •   •    •  >  *//! 

los  înfinitamente  pequenos  propuestos;  i 

Pi)  Pt»  p8»  •  •  •»  Pm 

Otros  înfinitamente  pequenos  taies,  que  se  tenga 

l/m^  =  i,  lim^=i,  Um2l=,,         ...,  \im^=:i, 

«1  Qtj  Xj  a,„ 

se  tendra 

êir=l4-ei,  ^*i=I-hs„  Ê»~n.g3,  ...,  £l'::^,4-6,^^^ 

ai  ttj  «3  a„j 

en   que  £|,  s^,  ss,  ...,  t„i  representan    cantidades  que   tienden 
hàcia  cero.  Podrâ  escribirse 

p,  iz=  ai  4- aiEi,  Pî  =  3c,  4- aj62/  ?»  =  ^t  j -h  a»  êj,  ..., 

^m  — ^  *//»  ~t~  ^m  ^m  î 

de  donde 

Pi  -H  Pj  -^  p3    H  .  . .  -h  p,„  =  ai  4-  or,  -H  a,  4-  . . .  -+-  7,,, 

4-  (a,  ej  4-'iei4-a,  :,  4-  ...  4-a;„e,„); 
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pero,  segun  el  teorema  anterior,  se  tiene 

liin(Qfi  61  4- a,  Êj  4- as  Ê3  -h  ...  +  a,,,  i„t)  =0; 
luego 

lfm(pi-f-  ^i4-  fs-i-  ..  .  -h  ?,„)=^liin(a,  -h  a,  +  a, -I-  . .  .  a,„). 

Este  leorema  larabien  es  susceptible,  como  el  primero,  de  olro 
enunciado  : 

El  limile  de  la  suma  de  un  numéro  infinilo  de  sumandos 
posiliços  infinitamente pequehos  no  se  altéra  cuando  se  agregue 
6  quite  à  cada  uno  de  ellos  una  cantidad  ih  finit  a  mente  pequefia 
con  relacion  à  los  mismos. 

33.  Diverses  ôrdenes  de  infinitamente  pequeûos.  —  Siendolos 
infinitamente  pequenos  canlidades  esencialmente  variables,  puede 
tanibien  aplicàrseles  la  distincion  de  dependientes  é  independientes. 

Entre  los  infinitamente  pequenos  que  intervienen  en  un  càlculo, 
se  escoge  arbitrariamente  uno  al  cual  se  le  da  el  nombre  de  infi- 
nitamente pequefio  principal,  i  con  el  misnio  se  comparan  los 
dénias  infinitamente  pequenos. 

Esto  supuesto,  se  llama  infinitamente  pequeho  de  primer 
ôrden^  todo  infinitamente  pequeno  cuya  relacion  al  infinitamente 
pequeiio  principal  tiende  hàcia  un  limite  finito. 

Sea  a  el  infinitamente  pequeno  principal,  i  ^  un  infinitamente 
pequeno  de  primer  ôrden,  se  tendra,  por  definicion, 

lim  ^  =r  A-, 
a 

siendo  k  una  cantidad  finita.  Llaraando  s  una  cantidad  que  con- 
verge hâcia  cero,  al  mismo  tiempo  que  P  i  a,  podrâ  escribirse 


6  simplemente 


a 


1  =  A, 

a  . 


atribuyendo  à  A  un   valor  variable   que  no  sea  ni  infinitamente 
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pequeno,  ni  infinilamenle  grande.  Luego  la  forma  gcneral  de  los 
inGnitaniente  pequenos  de  primer  orden  es 

6  — Âa. 

Si  la  relacion-es  un  infinilamente  peqiiefio  de  primer  orden, 

diremos  que  g  es  un  infinilamente  pequeno  de  segundo  drden. 
En  esla  hipôtesis^  se  tiene 


01 

de  donde 

formula  que  da  la  espresion  gênerai  de  los  infinilamente  pequenos 
de  segundo  orden. 

En  gênerai  g  se  llamarà  un  infinilamente  pequeào  del  ôrden  n, 

g 
si  la  relaclon  -  es  un  infinilamente  pequeno  del  ôrden  n  —  i  ;  es 

decir,  si  se  tiene 

a 
de  donde 

Esta  ûltima  formula  conliene  la  espresion  gênerai  de  los  infini- 
lamente pequenos  del  ôrden  n, 

34.  Observacion.  —  LosTeoremasI  i  III  pueden  tambien  enun- 
ciarse  asi  : 

Cuando  se  busca  el  limite  de  la  relacion  de  dos  cantidades 
compuestas  de  infinitamente  pequenos  de  diversos  ôrdenes^  se 
puede  no  conser^^ar  en  cada  una  de  estas  cantidades  sino  los 
infinitamente  pequenos  del  ôrden  ménos  elevado, 

Cuando  se  busca  el  limite  de  la  suma  de  varias  cantidades 
infinitamente  pequenas^  se  puede  no  consen^ar  sino  los  infini- 
tamente pequehos  del  ôrden  mérîos  elevado, 

35.  EjEMPLOS.  —  I.  Si  el  arco  x  es  un  infinilamente  pequefio 
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de  primer  ôrden,  sen x  i  tangâ?  son  tambien  de  primer  érden, 
puesto  que  se  licne 

Jim  =  1,  "111  2 — :r=l. 

a:  .r 

II.  El  senoverso  es  de  segundo  ôrden,  puesto  que  se  liene 

sen  verso  j?=i  —  cos  j?  =  2  sen'^  j*. 

III.  La  di/erencia  entre  la  tangente  i  el  seno  es  de  tercer 
ôrden.  En  efecto 


de  donde 


senx 
tanfiTj?  —  sen  j?  = sen^, 

^  COS  iC 


sen  j?  X  sen  verso  j" 
tanff^  —  sen  j;  =r • 

COSvT 


Siendo  el  arco  infinilamente  pequeno,  ei  coseno  liene  porlimîle 
la  unidad,  el  seno  es  de  primer  ôrden  i  el  senoverso  de  segundo; 
luego  el  segundo  miembro  de  la  ùliima  igualdad  es  de  tercer  ôrden. 

IV.  Como  aplicacion  del  primer  teorema,  se  liene 

,,      seno?  H-  3  sen* a:       ,,     senx 
lim ; =  lim =:  I . 

a;  -H  2  x'  X 

En  este  ejemplo  se  desprecia  en  el  niimerador  3  sen^x,  infmî- 
tamenle  pequeno  de  segundo  ôrden,  i  en  el  denominador  cl  infi- 
nilamenle  pequeno  de  lercer  ôrden  qlX^. 

Eïjercicios. 

1.  Demostrar  que  un  prisma  oblicuo  es  la  suma  de  prismas  rectos  infini- 
tamenie  pequeûos  que  lienen  por  bases  las  secciones  infinilamente  prôximas 
[taralelas  â  la  base  del  prisma.  Asi,  un  prisma  oblicuo  es  équivalente  à  un 
prisma  recto  de  la  misma  base  i  de  la  misma  altura. 

2.  Demostrar  que  la  diferencia  entre  un  arco  infinilamente  pequefio  i 
su  cuerda  es  un  infinilamente  pequeno  de  tercer  ôrden. 

3.  Demostrar  que  en  un  triângulo  reclàngulo  infinitésimal,  en  que  uno 
de  los  àngulos  agudos  es  infinitamcnte  pequenOj  la  diferencia  entre  la  hipo- 
tenusa  i  el  cateto  opuesto  al  ângulo  finito  es  un  infinilamente  pequeAo  de 
tercer  ordcn. 


»-*«. 
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OBJETO  DEL  CALCULO  DIFERENQAL.  —  DERIVADAS  I  DIFERENGALES. 


36.  Objeto  del  câlculo  diferencial.  —  El  càlculo  diferencial 
lîene  por  objelo  determinar,  en  cada  funcîon,  ei  limile  de  la  rela- 
cion  deJ  incremcnto  de  la  funcion  al  de  la  variable,  cuando  este 
incremento  tiende  iiàcia  ccro. 

El  punlo  de  visla  bajo  el  cual  los  raodernos  han  considerado  las 
tangentes  à  las  curvas  los  ha  conducido  à  la  investigacion  de  este 


l'ig.  2. 


limite.  Desde  Descartes,  la  tangente  à  una  ciirva  en  un  punto  dado 
se  considéra  como  el  limite  de  las  sécantes  que  pasan  por  dicho 
punto  i  por  un  segundo  punto  de  la  misraa  curva  que  se  acerca 
îndefinidamente  al  primero.  De  ahi  résulta,  como  vamos  à  démos- 
trarlo,  que  el  problema  de  hallar  la  tangente  à  una  curva  se  reduce 
a  hallar  el  limite  de  la  razon  de  dos  infinitamente  pequenos. 

En  efecto,  sea  la  funcion  ^  =/(^);  consideremos  los  valores 
de  ;r  i  de  j'  como  las  coordenadas  de  un  punto  referido  â  dos  ejes 
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rectangularcs   Irazados  en  un  piano,  i  supongamos  conslruida  la 
curva  AMB  cuya  ecuacion  es  yr=zf(x). 

Sea  M  {fig*  2)  el  punlo  en  que  se  quiere  Irazar  la  tangente 
MT,  el  problema  quedaria  resuelto  conociendo  el  àngulo  MTX. 
Consideremos  el  punto  M'  de  la  mîsma  curva  que  se  aproxime  â  M 
tanto  como  se  quiera.  El  àngulo  que  se  busca  MTX  es  el  limite  del 
àngulo  MSX.  Por  el  punto  M  tiremos  la  recta  MN  paralela  al  eje 
de  las  X  ;  se  tîene 

tangMSX  =  tangM'MX  =  ^^^^  t' 

Uamando  h  i  k  los  increinentos  de  las  coordenadas.  Luego 

tangMTX=:liin  tangMSX  =  lira  ^. 

Por  consîguiente,  si  se  busca  el  limite  de  la  relacion  de  los 
incremenlos  simultàneos  h  i  k  de  las  variables  x  é  y^  cuando  h 
ticnde  hàcia  cero,  este  limite  sera  la  tangente  trigonométrica  del 
àngulo  que  la  tangente  à  la  curva  forma  con  el  eje  de  las  abscisas. 

37.  Existencia  del  limite  de  relacion.  —  Como  acabamos  de 
ver,  el  problema  de  la  tangente  à  una  curva  conduce  à  encontrar 
el  limite  hàcia  el  cual  tiende  la  razon  delincremcnto  de  la  funcion 
al  incremento  de  la  variable.  An  tes  de  procéder  à  ulleriores  inves- 
tigaciones,  conviene  demoslrar  la  existencia,  en  gênerai,  de  este 
limite,  lo  que  puede  establecerse  del  modo  siguiente  : 

Teorema  GENERAL.  —  Sea  y  una  funcion  cualquiera  de  una 
variable  x,  sujeta  solamente  à  las  condiciones  siguientes  :  i  ®  que, 
cuando  a  partir  de  un  valor  cualquiera  se  da  a  x  un  incre- 
mento h,  résulta  para  y  un  incremento  k  que  tiende  hàcia  cero 
al  mismo  tiempo  que  h;  1^  que,  à  partir  de  cualquier  valor  de 
X,  se  pueda  tomar  otro  que  difiera  deélen  una  cantidad  Jïnita 
tal,  que  si  x  varia  en  el  mismo  sentido  en  todo  el  intérvalo 
comprendido  entre  ellos,  y  varie  constantemente  en  el  mismo 
sentido,  es  decir,  siempre  aumentando  ôsiempre  disminuyendo. 
En  estas  condiciones,  demostrar  que  para  todo  valor  de  x  existe 
un  limite  finito  para  la  relacion  de  los  incrementos  h  i  k. 
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En  efecto,  sean  Xo^  X  dos  valores  de  x  que  satisfagan  à  las 
condidones  îndicadas;  ^O}  Y  los  valores  correspondientes  dej'; 
dividamos  el  inlérvalo  X  —  Xqj  positîvo  6  negativo,  en  n  partes 
ignales,  que  representaremos  por  h  ;  i  sean  A"<,  Xj,  A's,  .  . .,  k„  los 
valores  correspondientes  de  los  incrementos  positîvos  de  ^  ;  se 
tendra 

X  —  Xo  =  n/t,         Y  —  jo  =  ^1  -H  A|  4-  A-3  H-  ...  4-  /„, 

de  donde 

X  —  .r^  n 

Es  decir,  que  la  relacion  invariable  de  los  incrementos  Gnitos  de 
X  l  de  y  y  cuando  de  Xq  se  pasa  à  X,  es  la  média  aritmética  de  las 

k     k    k  k 

relacîones  -y^i  -r^-ry  .  •  • ,  -ri  cualquiera  que  seael  numéro  enteron. 

Si  akora  hacemos  crecer  à  n  indefinidamente,  los  términosde  estas 
relaciones  tenderàn  hâcia  cero  ;  pero  debiendo  su  média  aritmé- 

Y y 

tica  ser  siempre  igual  al  valor  finito  ^^ ^^  es  imposible  que  estas 

relaciones  tiendan  todas  hàcia  cero,  6  quecrezcan  indefinidamente. 

Esta  conclusion  relativa  al  intérvalo  X  —  x^^  pucde  aplicarse  à 

cualquier  parte  de  este  intérvalo,  luego  es  imposible  que  en  ningun 

A"    . 
intérvalo  (inito  el  valor  -r  tienda  hâcia  cero  6  hàcia  infinito.  Solo, 

h 

k 
pues,  para  valores  escepcionales  i  en  numéro  limitado^  j  puede  no 

tener  valor  finito;  que  es  lo  que  queriamos  demostrar. 

Hemos  supuesto  en  este  razonamiento  que  rç ^  ténia  un  valor 

A.  —  X^ 

finito.  No  sujetàndose  à  esta  condicion,  veamos  si  es  posible  que 

k   . 
todos  los  valores  de  7-  tiendan  hàcia  cero  icrezcanindefinidamente. 

h 

Si  todas  las  relaciones  tienden  hàcia  cero,  su  média  aritmética 

lenderà  tambien  hàcia  el  mismo  limite,  i,  como  es  constante,  no 

puede  ser  sino  cero,  luego  Y  — y^  =  o,  6\'^=j'o»  Y  como  lo  mismo 

sucederia  si  se  considerase  el  intérvalo  entre  Xq  i  cualquier  otro 

valor  escogido  entre  Xq  i  X,  se  deduce  que  todos  los  valores  de  y 
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conespondientes  â  los  valorcs  de  x  comprendidos  entre  ^o  i  X.  son 
îguales  à  y^,  La  funcion  desîgnada  porjK  no  séria,  pues,  olra  cosa 

k 
si  no  iina  conslante,  i  se  ve  entonces  que  no  solamente  j  tenderâ 

hàcia  cero,  si  no  que  su  valor  sera  sieinpre  rigorosamenle  nulo. 

Si  todas  las  relaciones  t  auraentasen  sin  limites,  las  relaciones 

h 

inversas  r  tenderian  lodas  hàcia  cero  :  en  este  caso  todas  las  rela- 
k 

ciones^  j  serian  rigorosamente  nulas,  i  se  diria  que  las  relaciones 

k   . 

r  tienen  todas  un  valor  infinito. 

h 

38.  Derivadas.  —  El  limite  finito  hàcia  el  cual  tiende  la  relacion 
que  hay  entre  el  incremento  de  una  funcion^  =y(.r)  i  el  incre- 
mento  delà  variable  a:,  es  necesariamente  otra  funcion  de  x^  puesto 
que  este  valor  debe  cambiar  con  los  valores  de  a:  i  de ^  à  partir  de 
los  cuales  son  tomados  los  incrementos.  Esta  nue  va  funcion  de  x 
se  llama  una  funcion  derivada. 

En  las  formulas,  la  funcion  derivada  se  représenta  con  la  misma 
letra  de  la  funcion  primitiva,  afectàndola  de  un  acento.  Asi  y 
6  f  (^x)  representan  la  derivada  de^'  6/(x), 

39.  Diferencias.  —  El  incremento  positivo  6  negativo  de  una 
variable  cualquiera  se  llama  la  diferencia  de  esta  variable,  i  se 
représenta  por  la  caracteristica  A  seguida  de  la  letra  que  simboliza 
la  variable.  Âsi  t^Xy  Aj^,  A.3,  . . .  representan  los  incrementos  de 
x^y^z^  . . . ,  1  se  leen  diferencia  x^  diferencia  y,  .... 

El  limite  hàcia  el  cual  tiende  una  cantidad  se  représenta  por  la 
abreviacion  lim  escrita  delante  de  la  cantidad.  En  este  sentido, 

lim  --^  représenta  la  cantidad  iija  hàcia  la  cual  tiende  la  relacion 

de  los  incrementos  de  x  i  de  v,  cuando  estos  incrementos  convergen 
hàcia  cero,  i  se  tiene,  por  definicion, 

h'm^=:r'        ô        f(x). 
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Por  consiguicnle, 

siendo  a  una  cantidad  variable  que  disininuye  con  A^,  i  que  tiene 
por  limite  cero. 
Se  deduce  de  ahi 

(i)  Aj=/'(j?)  \x  -h  aA^. 

40.  Diferencial.  —  La  ecuacion  précédente  nos  muestra  que  el 
incremento  de  una  funcion  correspondiente  â  un  incremento  finito 
de  la  variable  se  compone  de  dos  partes  :  una  que  es  el  producto 
de  la  dcrivada  por  el  incremento  de  la  variable,  i  otra  que  es  el 
producto  de  este  mismo  incremento  por  una  cantidad  que  tiende 
hécîa  cero  al  mismo  tiempo  que  él. 

La  primera  parte  ha  recibido  el  nombre  de  diferencial^  palabra 
que  puede  considerarse  como  proveniente  de  la  contraccion  de 
estas  :  diferencia  parcial;  lo  que  recuerda  suficientemente  su 
origcn. 

Esta  diferencial  esta  indicada  en  las  formulas  por  la  caracte- 
ristica  d  colocada  delante  de  la  cantidad;  asi  dy  représenta  la 
diferencial  de^,  es  decîr, /'(^)  Aj?.  Se  tiene,  pues, 

\   dy=f{.v)^œ  ô         /'(.r)=:-g, 

I   \y  =:  dy  -H  aA^  6  -^  ~ 


a 
~-  1  -h 


dy~  J\x) 

La  diferencial  de  la  variable  independiente  no  es  otra  cosa  sino 
cl  mismo  incremento  A^. 

En  efecto,  consideremos  la  funcion 

y  =  œ\ 
se  tiene 

j,  por  consiguienle, 

Aj)~  A.r, 
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luego 

— ^  =  1         1         II  m  -~-  ==■  I  ; 

i,  como  la  diferencial  es  ignal  a]  produclo  de  la  derivada  por  el 
incremento  de  la  variable,  résulta 

da^  :=  A.r. 

I 

Para  la  simetria  de  las  espresiones,  podrcmos  entônces  reem- 
plazar,  en  las  formulas  (2),  Ax  por  dx,  i  resultarà 

dy=f(x)dx         ô  ^=/(^), 

(3)  \  , 

A  V  =:dy  -^idx  ô  -^  r=  I  H- 


dy  f\x) 


Las  rclaciones 


dy=f{x)djr,        f{^)  =  ^ 


nos  dicen  : 


1®  Que  la  diferencial  de  una  funcion  es  igual  a  la  derivada 
de  esta  funcion  multipUcada  por  la  diferencial  de  la  variable 
independiente, 

2®  Que  la  derivada  de  una  funcion  es  el  cociente  de  la  dife- 
rencial de  la  funcion  por  la  diferencial  de  la  variable  inde- 
pendiente,  A  causa  de  esta  propiedad,  à  la  derivada  de  una  fun- 
cion se  le  ha  dado  el  nombre  de  cociente  diferencial, 

Por  el  mismo  molivo,  se  ha  llamado  câlculo  diferencial  la 
ciencia  que  tiene  por  objeto  hallar  las  derivadas  de  las  funciones. 

Las  formulas  (3)  nos  rauestran,  ademas,  que  la  relacion  del 
incremento  de  la  funcion  à  su  diferencial  converge  hdcia  unOy 
à  medida  que  el  incremento  de  la  variable  tiende  hdcia  cero, 
con  talque  la  derivada  no  sea  nula. 

Tambien  puede  decîrse  que  la  diferencia  entre  el  incremento 
de  la  funcion  i  la  diferencial  es  un  infinitamente  pequeho 
con  relacion  à  estas  cantidades^  supuestas  ellas  mismas  infini- 
tamente pequeûas. 

De  ahi  se  deduce  (28  i  32)  que,  siempre  que  A  v  entra  en  un 
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càlculo  como  lérmino  de  una  relacion  6  de  iina  suma  cuyo  limite 
se  busca,  podrà  reemplazarsc  por  la  diferencia),  es  decir,  por  el 
produclo  de  la  derivada  mulliplicada  por  el  iucremenlo  de  la 
variable. 

41 .  Otra  definicion  de  la  diferencial.  —  Algunos  auiores  llaman 
diferencial  al  incremenlo  Infinitamente  pequeilo  de  la  fuacion.  La 
consecuencia  de  esta  definicion  es  que  la  diferencial  no  es  exacta- 
menle  igual  'kf'{x)dx.  En  efecto,  la  razon  del  incremenlo  de  la 
funcion  al  de  la  variable,  por  muy  pequenos  que  sean  estos  incre- 
mentos,  nunca  es  igual  â/'(j:),  sino  que  difiere  de  esta  espresion 
en  una  cantidad  que  converge  hàcia  ccro  al  mismo  tiempo  que  dx, 
Por  lo  tanlo,  si  se  estabiece  la  ecuacion  dy  =zf'(^x)  dx^  se  comète 
un  error  que  induce  à  mirar  el  câlculo  inGnitesimal  corao  un  mé- 
lodo  de  aproximacion,  i  no  de  un  rigor  completo,  como  lo  es  en 
realidad. 

Para  obviar  la  diûcultad  relativa  al  error  que  résulta  igualando 
dyà/'(x)  dxy  algunos  autores  consideran  k  dx  i  éi  dy  no  como 
incrementos  infinitamente  pequenos,  sino  como  verdaderos  ceros. 

Entonces  la  relacion  -j^  es  tomada  como  sinonima  de  lim  -~j  i,  por 

dx  ax     '  ^ 

consiguiente,  àc  f'{x).  Mediante  este  espedienle  puede  escribirse 

dv 

-j-  :=z/'  (x)y         6  bien         dy  r—f  i^x)  dx, 

LlX 

Pero  este  artificio  no  résiste  à  la  discusion.  En  primer  lugar,  si 
los  incrementos  estàn  reducidos  al  estado  de  cero,  ya  cesan  de  ser 
cantidades  i  no  tienen  significado  aigu  no.  Por  otra  parle  el  caràcter 
de  los  infinitamente  pequenos  no  es  de  ser  rigorosamenlc  nulos, 
sino  de  poder  disminuir  tanlo  como  se  quiera,  sin  jamas  confun- 
dirse  con  cero,  en  virtud  del  principio  gênerai  de  que  la  variable 
nunca  coincide  con  su  limite.  Y,  por  ûllimo,  es  preciso  lener  pré- 
sente que  la  funcion  derivada  no  es  la  relacion  del  incremenlo  de 
la  funcion  al  incremenlo  de  la  variable,  en  un  estado  cualquiera  de 

su  pequenez,  sino  es  el  valor  fijo  hàcia  el  cual  tiende  esla  relacion  ; 
es  decir,  que  cuando  se  escribe  lim  --^=/'(jc),  los  dos  lérminos 

u  X 


3o 
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de  la  razon  son  inséparables,  pues  la  espresion  lim  T-^ha  cesado 
de  représentât  un  cocienle;  es  un  simbolo  que  sîgnifica  el  valor 
fijo  hâcia  el  cual  liende  r— >  cuando  estos  incremenlos  disminujen 
indefinidamenlc. 

Asi  pues,  es  iUisorio  représentai*  — ^por  -^,  considerando  â  dy 

i  â  dx  como  ceros;  i  en  realidad  lo  que  se  establece  es /'(a?)  =  -> 

6  bien  o  =/'(x)  x  o,  que  no  es  unaecuacion,  sino  unaidentidad, 
que  es  salisfecha  por  cualquier  valor  de/'(x). 

42.  Representacion  geométrica  del  incremento  i  delà  diferencial 
de  una  funcion.  —  Consideremos  à  la  Cuncion  i  â  la  variable  como 
las  coordenadas  de  una  curva  teniendo  por  ecuacion  ^=/(jr). 

Fig.  3. 


Sea  AB  {Jig*  3)  esta  curva  i  M  un  punto  cualquiera  de  la  misina, 
correspondiente  â  dos  valores  ^  é  jk  de  las  coordenadas.  Tomemos 
otro  punlo  cerca  M',  cuvas  coordenadas  seran  ^ -f- Ax,  j  H- Aj', 
siendo  àx  =  MH  i  Ar  =  M'H. 

La  relàcion  Y^es  igual  à  la  langente  trigonométrica  del  ângulo 

SMH,  cuyo  limite  es  igual  al  angulo  TMH;  por  consiguiente,  se 
liene 


dx 


=:tangTMn. 
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Al  misino  tiempo  se  ve  que  dy  esta  representada  sobre  la  figura  por 
NH,  puesto  que  NH  ==  tangTMH  x  MH,  6  bien  NH  =:/(a7)rfa:; 
i  que  la  segunda  parte  del  incremenlo  de  la  funcioD^  es  decir,  o^dx^ 
corresponde  â  M'N,  pueslo  que  M'H  =  NH  -f-  M'N. 

Asi  el  incremenlo  de  la  ordenada  de  la  curva  représenta  el  incre- 
menlo de  la  funcion,  i  el  incremenlo  de  la  ordenada  de  la  tangente 
représenta  la  diferencial.  Estas  ordenadas  lienden  à  confundirse, 
à  medida  que  los  dos  punlos  se  aproximan,  i  su  relacion  liene  por 
limite  la  unidad. 


43.  Propiedades  générales  de  las  derivadas,  —  La  simple  nocion 
de  la  derivada  conduce  à  muchas  proposiciones  importantes  que 
vamos  à  establecer. 

Teorema  I.  —  Sea  f{x)  una  funcion  de  x  que  permanezca 
continua  para  valores  de  x  coniprendidos  entre  limites  dados, 
i  que  para  estos  valores  tenga  una  derivada  f  (a:)  determinada. 
Sixo  i  X  representan  dos  valores  de  x  coniprendidos  entre  los 
mismos  limites,  se  tendra 


^0 


=/'(^\). 


siendo  X\  un  valor  comprendido  entre  Xq  t  X. 
En  efeclo,  la  relacion 

A.  JCq 

liene,  por  hipôtesis,  un  valor  finito;  si  à  este  valor  se  le  Uama  A, 
se  tendra 

(0  [/(X)-AX]~[/(xo)-Aj?o]=o. 

Representemos  por  ç  (x)  la  funcion  de  x  definida  por  la  formula 
(2)  ?  (^)  --  [/(^)  —  Ao?]  —  [/{x^)  —  Hxo]  ; 

se  tendra,  à  causa  de  la  igualdad  (  i  ), 

cp(Xo)=0,  'f(X)=:0, 

de  suerte  que  <f{x)  se  anula  para  x  =  Xq  i  para  x  =  X. 
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SupODgamos,  para  fijar  las  ideas,  X  >>  ^Tq,  i  hagamos  crecer  à  x 
desde  x^  hasta  X;  la  iuncîon  o  [x)  empieza  por  ser  nula.  Si  se 
admile  que  no  es  constaDlemente  nula,  es  preciso  que  empiece  a 
crecer  tomando  valores  positivos,  6  à  decrecer  tomando  valores 
negalivos,  sea  à  partir  de  x^=Xq^  sea  à  partir  de  un  valor  de  x 
comprendido  entre  x^  i  X.  Si  los  valores  de  que  se  Ira  ta  son  posi- 
tivos, como  f  (x)  es  continua  i  debe  anularse  para  x  =  X,  es  évi- 
dente que  habrà  un  valor  x,,  entre  x^  i  X,  tal  que 

sera  superior  6  à  lo  ménos  igual  à  los  valores  prôximos 

siendo  h  una  cantidad  tan  pequena  como  se  quiera. 

Si  la  funcion  ^(x),  al  césar  de  ser  nula,  toma  valores  negalivos, 
el  raismo  razonamiento  prueba  que  existe  un  valor  X\  entre  x^  i  X, 
tal  que 

sera  inferior,  6  a  lo  ménos  igual  à  los  valores  proximos 

<p(xi  —  A),         ©(or,  H-//). 
Âsi,  en  ambos  casos,  el  valor  de  x^  sera  tal,  que  las  diferencias 

?  {^\  —  ^0  —  ?  (^i)i       ?  (-^1  -+-  /o  —  ?  (^i) 

seràn  del  mismo  signo,  i,  por  consiguiente,  las  relaciones 

3»  (.r,  —  h)  —  ^  (  J7,  )  9  (.r,  -h  //)  —  ç>  f.r,^ 


(3) 


—  A 


seràn  de  signos  contrarios. 

Es  preciso  observar  que  no  se  escluye  el  caso  en  que  una  de  las 
relaciones  précédentes  se  reduzca  â  cero,  lo  que  exije  que  la  funcion 
ç(x)  conserve  el  mismo  valor  para  los  valores  de  x  comprendidos 
en  un  intérvalo  (Inito.  En  particular,  si  la  funcion  (p  (jc)  es  constan- 
Icmenle  nula  para  los  valores  de  x  comprendidos  entre  Xq  i  X, 
las  relaciones  (3)  son  nulas  una  i  otra. 

Estas  relaciones  tienden  hàcia  un  mismo  limite,  cuando  h  tiende 
hàcia  cero,  porque  nosotros  admitimos  que  la  funcion /(j?)  tiene 


J 


DERIVADAS    I    DIFKREN  CI  ALBS. 


33 


una  derivada  detcrminada,  i  lo  mismo  tendra  lugar,  por  consi- 
guienle,  con  respecto  à  9  («27).  Por  otra  parte  estas  reiaclones  son 
de  signos  contrarios,  luego  su  limite  es  cero.  Asi  se  tîene 

lim r '■ =  O, 

h 


6  bien,  à  causa  de  la  ecuacion  (2), 

— l ^J-^' 

es  decîr 


lim  h 


se  tiene,  pues, 


/(X)-/(.r„)^ 

A.  Xn 


/'(^.) 


(4) 


/(X)  -/{x,)  =  (X  -  x,)f  (a:. ), 


como  se  habia  anunciado. 

Heraos  supuesto  X  >•  a?o  ;  pero,  como  la  formula  précédente 
no  cambia  por  la  permutacion  de  las  letras  x^^  X,  ella  es  constan- 
teraente  independiente  de  esta  hipôtesis. 

Si  se  hace 

X  =  a;o  -+■  /i, 


la  cantidad  X{^  comprendida  entre  Xq  i  ^Tq  +  A,  podrâ  ser  repre- 
sentada  por  o^o  +  0  A,  siendo  6  una  cantidad  comprendida  entre 
cero  i  uno;  se  puede,  pues,  escrîbir 


(5) 


/(^o  -^  h)  -/( J^o)  =  hf'{T^  4-  8A). 


Teorema  il  —  Si  la  funcion  f  i^x)  es  constante  para  todos  los 
valores  de  x  comprendidos  entre  dos  limites  dados^  la  deris^ada 
f'{x)  es  nula  para  los  mismos  valores  de  x,  Reciprocamente, 
si  la  derivada  f  (^x)  es  nula  para  los  valores  de  x  compren- 
didos entre  dos  limites,  la  funcion f  (^x)  tiene  unvalor  constante 
para  los  valores  de  x  comprendidos  entre  los  mismos  limites. 

3 
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I®  Supongamos  que  la  funcion  /(^)  sea  constante  para  los 
valores  de  x  comprendidos  entre  dos  limites  dados,  i  sean 
Xq^  Xo  -h  fi  dos  de  estos  valores  de  j?  ;  se  tendra 

i,  pasando  al  limite, 

/'(Xo)=o. 

2®  Supongamos  quey'(;c)  es  nula  para  los  valores  de  x  com- 
prendidos entre  dos  limites  dados,  i  sean  Xq  i  x^  +  h  dos  valores 
cualesquiera  de  x  comprendidos  entre  cstos  limites,  se  tendra 

El  segundo  miembro  de  esta  formula  es  nulo,  por  hipôtesis; 
lu  ego 

es  decir,  que  la  funcion  /{x)  tiene  un  valor  constante. 

Corolario.  —  Cuando  dos  funcionesf{x)  i¥(x)  de  ta  variable  x 
no  dijieren  sino  de  iina  cantidad  constante,  para  los  valores 
de  X  comprendidos  entre  dos  limites  dados,  las  derivadas  de 
estas  funciones  son  iguales  entre  si  para  los  mismos  valores  de 
X.  Keciprocamenie  y  si  las  derivadasf  {x),¥'  (x),  de  dos  funciones 
f{x),  F(x)  son  iguales  entre  si  para  todos  los  valores  de  x 
comprendidos  entre  limites  dados,  las  funciones  no  difieren 
sino  en  una  constante,  para  estos  mismos  valores  de  x. 

En  efeclo,  designemos  i^oy^(^x)  la  diferencia  de  las  funciones 
f{x)  i  F(;r);  se  tendra 

cp  {x)  =zf{x)  -  F  (x),        ^(x-h  h)  =f{x  +  h)  -  F  (x  4-  A), 

i,  por  consiguiente, 

y(a?-4-/0  — cp(a?)  _  f(x-hh)-'f(x)  _  F(.v-hh)'^F{x) , 
h  ~  h  h  ' 

pasando  al  limite,  résulta 

^'(x)=f(x)^F'ix). 
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Esto  supuesto,  si  ç(^)  es  constante,  ^^{x)  es  nulo;  luego  las 
derivadas/'(j?)  î  F'(j?)  son  iguales  entre  si. 

Reciprocamente,  si  f'{x)  i  F'(x)  son  iguales  entre  si,  ^' {x)  es 
nula,  luego  9  {x)  es  una  constante. 

Teorema  III.  —  Si  la  derwada  f\x)  de  lafuncionf{x)  queda 
finiia  para  todos  los  valores  de  x,  comprendidos  entre  los 
limites  Xq  i  X  >  Xq,  i  se  hace  crecer  a  x  desde  x^  hasta  X,  la 
funcionf{x)  crecerd  miéntras  que  la  derivada  no  sea  negatiça, 
i  disminuird  miéntras  que  f  {x)  no  sea  positiva. 

En  efecto,  estando  x  comprendido  entre  Xq  i  X,  la  relacion 

fi.VZhJA—  f(.T) 

tiene    por   limite  /'{x),    que   es    una    cantidad  finita;    i    podrâ 
escribirse 

siendo  a  una  cantidad  que  converge  hàcia  cero  al  mismo  tiempo 
que  A;  luego,  no  siendo /'(j?)  nula,  se  puede  dar  à  A  un  valor 
.  bastante  pequeno,  para  que  <x  sea,  en  valor  absoluto,  menor  que 
f\x)\  i  entôncesel  signo  de/'  (x)  -j-  a  sera  el  de/'(x). 

Por  consiguiente,  si/'(j;)e3  positiva,  se  tendra  para  los  misnios 
valores  de  A 

f(,r  -  A>  -  f(.T)                   /(-r  -4-  h)  -/(x)  ^ 
= ZTÂ- >^'  Â-^^— >^' 

ô  bien 

/{x  -  h)  <f{x)  </{x  4-  h); 

ï,  si /'(a:)  es  negativa, 

/(j:-.A)>/(j7)>/(^4-A). 

Asi  la  funcion  /{x)  ira  creciendo  à  partir  de  cada  valor  de  x 
para  el  cual  /'(^)  >  o,  miéntras  que  ira  decreciendo  à  partir  de 
cada  valor  de  x  tal  que/'(:r)  <;  o* 

Pero  puede  suceder  que  la  derivada/'(a:)  se  anule  para  uno  6 
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muchos  valores  de  x  comprendidos  entre  x^^  i  X.  Se  puede  suponer 
que  no  haya  sino  un  valor  de  esta  especie;  porque,  si  hubiese 
varios,  se  descompondria  el  intérvaio  de  â^o  a  X  en  varios  otros, 
lo  que  reduciria  este  caso  al  anterior. 

Esto  entendido,  si  representamos  por  a  el  valor  de  x  que  anula 
à  f{x\  i  por  A  una  cantidad  tan  pequeîia  corao  se  quiera,  se  hara 
crecer  à  x  desde  Xq  hasta  a  —  A,  i  despues  desde  a  +  A  hasta  X,  i 
el  signo  de  la  derivada/'(^)  indicarà  el  sentido  de  la  variacion  de 
la  funcion  en  cada  intérvaio,  por  pequeno  que  sea  A.  Por  consi- 
guiente,  haciendo  tender  à  A  hâcia  cero,  se  ve'  que,  si  la  derivada 
f'{x)  no  cambia  de  signo  al  anularse,  la  funcion /(a?)  continuarâ 
variando  en  el  mismo  sentido,  mientras  que,  sif'{x)  cambia  de 
signo  al  anularse,  la  funcion /(j?)  se  harâ  creciente  6  decreciente, 
segun  que  an  tes  era  decreciente  6  creciente. 

En  este  caso,  se  dice  que  la  funcion  pasa  por  un  minimo  6  por 
un  màximo. 

Corolario.  —  Si  la  funcion  /(x)  se  anula  para  x^  a  i  para 
x  =  bj  iella  i  su  derivada  son  continuas  para  los  valores  de  x 
comprendidos  entre  a  i  6,  la  derivada  f\x)  se  anulard  para 
algun  valor  de  x  comprendido  entre  estos  dos  limites. 

En  efecto  f\x)  no  puede  ser  siéra pre  positiva  entre  estos  dos 
valores,  porque  entônces  f{x)  séria  constantemente  creciente  a 
inedida  que  la  variable  x  creciera  desde  a  hasta  6,  suponiendo  a>b; 
lo  que  es  contrario  à  la  hipôtesis  de  quey*(â;)  se  anula  para  los 
indicados  valores.  Igualmente  /'(x)  no  puede  ser  siempre  nega- 
tiva.  Luego  f'{x)  debe  cambiar  de  signo  cuando  x  varia  desde  a 
hasta  b\  i,  como  se  supone  continua,  debe  pasar  por  el  valor  cero. 
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LECCION  IV. 


PRINCIPIOS  GENERALES  DE  DIFERENCIACION. 


44.  Diferenciacion  de  las  funciones  de  funciones.  —  Teorema. 
—  La  deriçadade  una  funcion  de  funciones  igual  al  producto 
de  las  derivadas  de  estas  funciones. 

Consideremos  una  funcion jk  de  x  determinada  por  las  ecuaciones 

y=f{f^)y         a  =  cp(^). 

Siendo^  la  variable  independiente,  démosle  un  incremento  A^, 
i  representemos  por  Aw,  Ay  los  increnientos  correspondienles  de 
u  i  dey  :  se  tendra  evidentemente 

A/ Ay  \u 

IX  ^U    \.T 

Si  se  supone  que  Ax  disniinuye  indefinidamente,  la  igualdad 
subsislirà  sieonpre.   Los  limites  de  t^j  ■: —  son  respectivamente 

d^    du 

-p-  9  -5—  =  ?'(^);  por  otra  parte  el  limite  de  la  relacion 

Au  A2/ 

es  igual  â/'(tt),  es  decir,  â  la  derivada  de/(tt),  como  si  u  fues 
la  variable  independiente,  puesto  que  Aw  converge  hâcia  cero  al 
mismo  tiempo  que  Ax.  Se  tiene,  pues, 

(0  ^=/'(«)?'(^), 

lo  que  prueba  lo  que  se  queria  demostrar. 
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Este  teorema  es  susceptible  de  otro  eniinciado  :  La  diferencial 
de  una  funcion  yz=^f{u)  afecta  la  misma  forma  cualquiera 
que  sea  la  variable  independienie. 

En  efecto,  muitiplicando  ambos  miembros  de  la  ecuacion  (  i  ) 
por  dXj  résulta 

dy=f{u)^'{x)dx, 
i  conio  du  =  o'{^)  dxy  podemos  escribîr 
(2)  dy=f{u)du. 

45.  Diferenciacion  de  las  funciones  inversas.   —   Teorema. 

—  Las  derivadas  de  dos  funciones  inversas  son  reciprocas  una 
de  olra. 

En  efecto,  siendo  las  dos  ecuacîones  inversas 

y=f{x),         j:  =  9(j) 

las  mismas  bajo  formas  distintas,  daràn  los  niismos  incrementos 
correspondientes  para  x  éy»  Sean  /^x,  A^  estos  incrementos;  se 

tiene 

A  y  \x 

àx  à  y        ' 
i,  pasando  al  limite, 

lo  que  prueba  el  principio  enuncîado. 

46.  Diferenciacion  de  las  funciones  compuestas.  —  Teorema. 

—  La  diferencial  de  una  funcion  compuesta  de  dos  6  mas 
funciones  de  una  variable  x  es  igual  à  la  suma  de  las  dife- 
renciales parciales  que  se  obtienen  considerando  sucesivamente 
a  cada  una  de  las  funciones  componentes  como  ûnica  variable. 

Para  mayor  sencillez,  supongamos  prlmeiamenle  el  caso  de  una 
funcion  compuesta  de  dos  funciones  :  sea 

y=f{u,  r), 
en  que  u  i  v  son  funciones  de  la  variable  x. 
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Sapongamos  que  x  reciba  un  incremento  Lx\  las  cantidades 
y,iiji^,  que  son  funcîones  de  ^r,  recibiràn  incremcntos  correspon- 
dîentes,  que  represenlarcmos  respectîvamente  por  Aj^,  A«,At»;  î 
se  lendrà 

ùky—f(tt  H-  Aw,  r-h  Ai")  —/(//,  r); 

esle  resullado  no  se  altéra  agregando  i  quîlando /(;/ -f- Aw,  c),  i 
podremos  escribir 

Aj  =/{  w  H-  A  li,  r)  —/(//,  r)  -h/(«  -h  A//,  r  -4-  A  r)  — /(^/  4-  Ai/,  r), 

de  donde 

Aj _  /(«  +  Af/,r)^/(i/,r)  Aw 
Ao:  Aa  A^ 

f(tf.-h  A//,r  -h  Ac)  — /(//  -h  A//,  ('>   Ac 


Ai'  Aa* 

Si    se    hace    decrecer  à    A^   indefînidamenle,    las   relaciones 

A>*AuAr  .  i..ii'i        1 

•jT^y  T — »T — convergen  respectîvamente   hacia   las   derivadas   de 

r,  w,  V,  tomadas  con  relacîon  âx,  es  decir,  hâcia  -j->  -t-j  -t-*  En 

ax    ax    ax 

cuanto  a  ia  iraccion '■^-- ,  es  visible  que  tiene 

A  M  ^ 

por  limite  la  derivada  de /(a,  p)  tomada  con  relacion  à  £/,  como  si 

u  fuese  la  variable  independiente  i  v  una  constante.  El  limite  de 

esta    espresion    puede    representarse    por  -^-  La    otra    fraccion 

^^^ : converge  evidentemente  hacia  ia 

derivada  de/(w  -4-  A«,  i^)  tomada  con  relacion  a  i^;  6,  lo  que  es  lo 
mismOy  hàcia  la  derivada  de/(u,(>),  puesto  que  Ai/ se  acerca  à 

cero.  Representando  esta  derivada  por-^j  tcndremos 

dy d/  du       df  dv 

dx       du  dx       dv  dx 

i  mulliplicando  ambos  miembros  por  dXj  résulta 


dy  —  -r-du  -^  -/-  dv, 
•^        du  dv 


* 
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Esta  ecuacion  piiede  gencralizarse  fàcilmente.  Sean  {£,  p,  ..., 
iv,  z  fiinciones  de  la  variable  indcpeadiente  x^  i  sea 

una  fuDcion  compuesta  de  estas  diversas  funciones. 

SupoDgamos  el  teorema  demostrado  para  el  caso  de  una  funcion 
ménos,  i  vamos  à  demostrar  que  se  verificarà  tambien  para  la  fun- 
cion dada. 

Reemplacemos  las  dos  ûltimas  funciones  cv,  z  por  sus  valores  en 
funcion  de  x\  liabrâ  entônces  una  funcion  ménos  i  podremos 
aplicar  el  teorema,  segun  la  hîpôlesis  hccha.  Se  tendra,  pues, 

representando  d^y  la  diferencial  de^  con  relacion  a  x,  despues  de 
la  sustitucion  àe  w\  z  en  funcion  de  x^  i  considerando  à  las  demas 
funciones  como  constantes. 

Pero  habiendo  demostrado  el  teorema  para  el  caso  de  dos  fun- 
ciones, podremos  escrlbir 


'-^        dw  dz 


i,  por  lo  tanto, 


dy  ^^-^du-h  -r-  ^i'  H-  . . .  +  -r-  d\v  h-  -f-  dz, 
*^        du  dv  cUv  dz 

que  es  lo  que  queriamos  probar. 

47.  Consecuencias  delj  teorema  précédente.  —  1.  La  dife- 
rencial de  una  suma  de  funciones  es  igual  à  la  sunia  de  las 
diferenciales  de  estas  funciones, 

Sea 

y  =1  u  -\-  V  -\- \v  -\-  .... 

Las  diferenciales  que  se  obtienen  considerando  sucesivamente  â 
cada  una  de  las  funcipnes  como  sola  variable  son 

du^        dvy        d\v^         ...  ; 
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luego  se  tiene 

dy  :=.  du  -H  d\'  -h  d\v  -h  . . . . 

II.  La  dijerencial  de  un  produclo  de  diversas  funciones  es 
igual  à  la  suma  de  los  productos  obtenidos  multiplicando  la 
diferencial  de  cada  funcion  por  el produclo  de  todas  las  otras. 

Para  esto  observemos  primeramente  que  la  diferencial  de 

y  —  Ku, 

en  que  A  es  una  constante  i  u  una  funcion  de  x^  es  igual  à  h.du. 
En  efecto,  démos  â  x  un  increraento  Ax,  resultarâ 

y  -h  A  r  irzA(w4-AM), 

i,  como  se  tiene ^=^  A  w,  résulta 


i,  en  el  limite, 


A  V       »  A^f 
A  V  =  A  A  w,         -^  =  A  ---  , 
•^  t^x  Aj? 


dx 
de  donde 

dy  :=  A  du. 

Esto  entendido,  sea 

y=iuifs,,,. 

Las  diferenciales  de  esta  funcion  con  relacion  â  2/,  ç^,  ^,  . . . ,  con- 
sideradas  sucesivamente  como  ûnicas  variables,  son 

{çz  . . .  )duy         {uz  , .  .)dVj         (m^^  . .  .)ûf^-4-  . . .  ; 

hiego,  en  virtud  del  principio  demostrado,  se  tendra 

dy  :=::{vz  ,  . .)  du  -h  (uz  .  .  .  )  d{*  -\-  {uv  . . .)  dz  -+■  .... 

III.  La  diferencial  de  un  cociente  es  igual  al  produclo  del 
denominador  por  la  diferencial  del  numerador  ménos  el  pro-- 
ducto  del  numerador  por  la  diferencial  del  denominador  par- 
tido  todopor  el  cuadrado  del  denominador. 
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Sea 

u 

se  saca 

u  =yvy 
i,  por  consigniente, 

du  =z  V  dy  -h  y  dv  z=  V  dy  -\ —  dvy 

de  donde 

('  du  —  u  dv 


dy  = 


,t 


IV,  La  diferencial  de  la  potencia  de  una  funcion  es  igual  à 
la  diferencial  de  la  funcion  multiplicada  por  el  esponente  i 
por  una  potencia  de  la  funcion  tomada  con  un  esponente  inferior 
de  una  unidad, 

Sea 

en  que  u  es  una  funcion  de  ^  i  m  un  numéro  entero  i  posillvo. 
Hem  os  visto  que 

d{uvz  . . .  )  iz_  (  (;  j  ,  ^  ,)du  -}-  {uz  . , .)  dv  -h  .... 

Suponiendo  que  los  faclores  u,  r,  5,  .  . . ,  en  numéro  de  m,  sean 
todos  iguales,  se  tendra 

du"'  =  mu"'-^  du, 

Supongamos  ahora  que  el  esponente  m  sea  una  fraccion  posi- 
tiva —  ;  se  tendra 

1 
y=u  />, 

de  donde 

y'f  r=  uf". 

Como/?  i  q  son  numéros  enteros  i  positivos,  podemos  lomar  la 
diferencial  de  los  dos  miembros  aplicando  la  régla  anterior,  lo 
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que  da 

qyf-^  dy:=:p  uP'  *  du  y 

6  bien 

qyi  dy  '=LpuP-^  y  du. 

Poniendo  en  lugar  de  y^  su  igual  uP^  i  en  lugar  de  y  la  expre- 

t 
si  on  i/^,  resulla 


de  donde 


p 
quP  dy  =.  pifi         du  y 


dy:=.^u'J   ^  du. 


Eti  fin,  supongainos  que  el  esponentc  sea  negalivo,  i  que  se 
lenga 

aplicando  la  régla  de  la  diferencial  de  un  cociente,  se  obtiene 

,  du"*       —  mu"*-^  du 

dy  =r-  - 

6  bien 


a»"*  u^"' 


dy  =.  —  mu^'"~^  du. 
Âsi  la  formula  es  aplicable  cualquiera  que  sea  el  esponente  m 
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LKCCION  V. 

CÀLCULO  DE  LAS  DIFERENaALES  DE  LAS  FUNaONES  EXPLICITAS 

DE  UNA  SOLA  VAUL\BLE. 


48.  Diferenciales  de  las  funciones  simples  algebràicas.  — 
I.  Diferencial  de  y=za±x.  En  virlud  de  la  régla  de  la  dîfe- 
rencial  de  una  suma,  i  leniendo  présente  que  la  diferencial  de  una 
constante  es  cero,  se  liene 

dy  =:  d {a  ±  œ)  ^=  :h  dx, 

II.  Diferencial  dey  =  ax,  Aplicando  la  régla  de  la  diferencial 
de  un  producto,  résulta 

dv  =zd{ax)  =  a  dx. 

III.  Diferencial  dey.=  —  •  Segnn  la  régla  de  la  diferencial  de 

un  cociente,  se  tiene 

dx 


,  1  f(i\  fid.^ 

\x  )  x^ 


IV.  Diferencial  dey  =  x^,  Aplicando  la  régla  de  la  diferencial 
de  una  potencia,  podemos  escribir 

dy  =  d{x'')=z  aj7«-»  dx. 

V.  Diferencial  de  y  =  yjx.  Segun  la  misma  régla,  se  tiene 

dyz=zd(\x\  =:d\xy=  ^x~^  dx, 
6  bien 


'^P^ 


/a— \  \'^ 

dy  =  dy\'a:j  = dx. 
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49.  Diferenciales  de  las  funciones  simples  esponencial  i  loga- 
ritmica.  —  I.  Diferencial  dey  =  a^.  Si  se  dâ  â  :r  un  incremenio 
Ax,  résulta 

de  donde 

hagamos 

m  m' 

tomando  los  logarilnios  de  ambos  miembros,  se  tendra 

/  \  ^^o  (  "  H ) 

Aa?loga=-loff  (  I  H —  )  ô         Ax  = ^ L, 

\         ^J  loga 

î,  por  consiguiente, 

1 

'"K"^^)  "'"K'-^;^)  ^"K^^^r 

loga 
de  donde 


(0  lini-^=a* 


Haciendo  decrecer  à  A  a;  tanto  como  se  quiera,  el  numéro  m 
tiende  hâcia  înGnito,  asi  tenemos  que  calcular  el  limite  hàcia  el 
cual  tiende 


(■*i) 


m 


cuando  m  tiende  hàcia  infini to. 

Supondremos  primeramente  que  m  sea  un  numéro  entero 
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positivo.  La  formula  del  binomio  da 

I  \"*  I        m( m  —  i)    I 

I  H )     =  I  4-  //t 1 ; 

mj  m  1.2         m- 

m  (m  —  i)  (  m  —  ^)     i 

1.2.3  /?!* 


m  {m  —  I  )  ( /?i  —  2  )  ...  (m  —  n  -h  i  )     i 

I.Q.3  ...  n                          m'» 
H- 


que  puede  escribirse  asi 


1 
1 
I  m 

,  .  ,  .  X  m  /  I  i.2  1.2,6 

(A) 


n)    "" 

>  1*2. 0...    /(• 

Comparemos  este  desarrollo  cod  la  série  convergente 

nx  III  I 

(B)  e=iH 1 1 5  4-  .  .  .  H 5 

i  1.2  1.2.,)  I.2.J   .  .  .  /l 


.... 


Se  ve  que,  à  escepcîon  de  los  dos  primeros  términos,  que  en 
ambas  espresiones  son  iguales,  todos  los  dénias  de  la  primera  son 
respectivamente  uienores  que  los  de  la  segunda  ;  ademas  el  numéro 
(/71+  i)  de  los  términos  del  desarrollo  (A)  es  limitado,  mientras 
que  el  de  la  série  (B)  es  infinito;  por  consiguiente  la  suma  de  los 
términos  de  dicho  desarrollo  es,  cualquiera  que  sea  el  valor  entero 
i  positivo  de  m,  menor  que  la  suma  de  los  términos  de  la  segunda 
espresion  ;  i  porlo  tanto  se  deberà  tëner 


(-^) 


Porotra  parle,  aumentando  m,  la  espresion  (  i  H )    aumenta 

tambien,   porque  no   s6lo  aumenta  el    numéro   de  términos   del 

desarrollo,  sino  que  tambien  los  fac  tores  (i jM* )    •••> 

que  forman  los  numeradores  de  estos   términos,  van  creciendo; 
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luego,  si  el  valor  (  i  H —  J    crece  cuando  crece  /n,  i  es  siempre  menor 

que  el  numéro  e,  es  claro  que  tiende  hàcia  un  limite  que  no  puede 
ser  ma)'or  que  e.  Probemos  que  este  limite  es  el  mismo  numéro  e. 
A  este  efecto,  consideremos  en  ambas  espresiones  los  n  -f-  i  pri- 
meros  términos  i  representemos  sus  respeclivas  sumas  por  Sn  i  en- 
Puesto  que  la  série  (B)  es  convergente  podremos  dar  à  n  un  valor 
iijo  bastante  grande,  de  manera  que  se  tenga 

e  —  e«  <  I  a, 

siendo  a  una  cantidad  dada  tan  pequena  como  se  quiera. 

Ahora  bien,  se  hacemos  crecer  à  m,  quedando  n  fijo,  se  reconoce 
que  cada  término  del  desarroUo  (Â)  tiene  por  limite  el  término 
correspondiente  de  la  série  (B);  por  consiguiente  la  suina  ^^2,  que 
se  compone  de  un  numéro  finito  de  términos,  tiene  por  limite  en. 
Se  puede,  pues,  tomar  à  m  bastante  grande  para  que  se  tenga 

tf/»  —  -s«  <  i  a. 
De  estas  dos  desigualdades  se  deduce 

e  —  ^„  ■<  a. 

Pero  la  cantidad  fin 1    es  menor  que  e  i  mayor  que  Sni  luego, 

con  major  razon,  se  verificarâ 


-(■-i) 


m 


Pudiendo  ser  la  diferencia  entre  e\{\-\ j  menor  que  la  can- 
tidad a,  para  valores  de  m  que  van  creciendo  indefinidamente,  i 
pudiendo  ser  a  tan  pequefia  como  queramos,  es  évidente  que  el 

I  H I    ,  cuando   ni  crece   indefinidamente ,   es    el 

m) 

numéro  e. 

Si  m  es  un  numéro  fraccionario  i  positivo  tan  grande  como  se 

quiera,  podemos  hallar  dos  numéros  enteros  consecutivos  n\  n-\-  \ 

que  comprendan  â  m,  de  manera  que  podrà  escribirse 

(-r'>(-^)">(-drT)'- 
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Àhora  bien,  se  liene 


I 

I  4- 


/l-h  I 

Como  n  es  un  niimero  entero  que  crece  indeCnidamente  con  m, 
los  limites  de    f  i  H —  j  i  de  f  i  h j       serân,  segun  el  caso 

anterior,  el  numéro  e;  por  otra  parte  el  limite  de  i  H — lo  mismo 

que  el  de es  la  unidad  ;  luego  fin —  1       M  *  "^ ) 

I  H \  /  \  / 


tienen  por  limite  e  ;  por  lo  tanlo  la  cantidad  f  i  H )    )  que  esta 

comprendida  entre  estas  dos  espresiones,  tendra  tambien  por  limite 
el  valor  e. 

Si  m  es  negativo,  se  tendra,  poniendo  el  signo  —  de  raanifiesto, 

\         m/  \     m     J  \m — i/  \         m — ij 

\  m  —  1/         \         m  —  1/ 

cuyo  limite,  cuando  m  crece  indefinidamente,  es  tambien  e, 
Âsi  para  todo  valor  infinitamente  grande  de  m,  se  tiene 

(G)  h.n(.+±)"'=e. 

Por  consiguiente,  podemos  escribir,  en  virtud  de  las  ecuaciones 
(i)i(C), 

Ao?  loge 

6  bien 

dx  loge 

I>a  base  del  sistema  en  que  estàn   tomados  los  logaritmos  es 
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arbitraria;  pero,  cualquiera  que  sea,  la  relacion  .         es  siempre  la 

misma.  En  las  formulas  del  anàlisis  el  sistema  de  logaritmos 
empleado  es  el  que  tiene  por  base  e,  cuyo  valor  numérico  es  fàcil 
de  calcular,  con  grande  aproxîmacion,  por  medio  de  la  série  B, 
que  da  e=  2,718281828,  ....  Tomando  los  logaritmos  en  este 
sistema,  llamado  sistema  neperianOj  se  tiene  evidentemente 

le=  1, 
i,  por  consiguiente, 

dv 

-r-  =  a*la         ô         dY^=a^\adx. 

dx  .  '' 

En  el  caso  de  que  a  =  e,  se  tiene 

II.  Diferencial  de  y^=-  logor.   Sea  a  la  base  del  sistema  de 
logaritmos  ;  aplicando  la  régla  de  las  funciones  inversas,  résulta 

dcc 
dy 


luego 

dx       xïa  '         ^"^       x\a 


dv          I                ,          dx 
•    —  ^/  = 


Si  los  logaritmos  son  tomados  en  el  sistema  neperiano,  es  decir, 
sî  a  =  e,  se  tiene 

,         dx 

^  X 

Se  puede  tambien  Uegar  à  este  resultado  directamente.  Dando 
à  X  un  incremento  Aj:,  se  tendra 

Aj^  =  log(a7  4- Ao?)  —  loga?  =  logf  1  -h— U 
i,  por  consiguiente, 


^^log(,4-^) 


A 

Aj?  A^ 


4 
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Pongamos 

X  ,  Aa?        ï 

Aar=  — >  6  —  =  — > 

m  X        ni 

résulta 

A^  XXX 

m 

Cuando  A  a?  tiende  hàcia  cero,  el  numéro  m  tiende  hâcia  infinilo, 
luego  lim  li-\ J    r=  e;  se  tiene,  pues, 

dy       \o^e 

■■  'i  ^^;  — — — ^  • 

f/a:  X 


Si  se  observa  que  loge  =  ,— ^  podrà  escribirse 


dy I  (Yj:* 

dx       xia^  ^       x\a* 

50.  Diferenciales  de  las  fanciones  circulares  directas.  ~ 
I.  Diferencial  de  y  =^  sena;.  Demos  à  a?  un  incremenlo  A^r,  se 
tendra 

/           A     \                                 ^x         f          Lœ 
Ay  =  sen  {x  H-  û^x)  —  stax  =z  2  sen  —  cos  [  x  -i 


de  donde 


A  .r  A  .r 

2  sen  —  ■       ,  .X        sen 


Ar  2  /  Aj7\  2  /  Aar\ 

-i-  =  : cos  1  X  H )  z=  — : cos  (  X  H • 

Aa?  Ix  \  2  /  Ix  \  2    / 


A^ 
sen — 

La  relacioii  — : tiende  hàcia  la  unidad  cuando    Aâ?  tiende 

AJ7 

2 
hàcia  cero;  se  tendra,  pues, 

-^  z=cosa?,         d[y  =  (f  (sen a?)  =  cosa?^. 
dx 
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II.  Di/erencial  de  y  =^cosx,  Pong2imos 


a?  = z: 

2  ' 


résulta 

y  =  cos  ( z  \  ^=  senz  ; 

dy  =  cos-5  dz=:^  —  seno?  dx. 
III.  Diferencial  de  y  =^  tang x.  Se  tîene 

sen  j: 
lanff  a:=: : 

apllcando  la  régla  de  la  diferencial  de  un  cocienle,  résulta 

cos'^  X  dx -^  sQïX' 'T  dx       (cos*^  4- sen*a7)r/.r 
d{idJ\%x)=L = 1 , 

à  bien 

dx 
dy=^d  (lang^)  :=  — -—  - 

IV'.   Diferencial  rfejK  =  col:r.  Aplicando  cl   mismo  procedi- 
niiento,  se  encuentra 

dx 

dyz=:d(coix)  =. r-  • 

^  sen-a- 

V.  Diferencial  dey  =  seca;.  Se  tiene 

I 
seca:= y 

COSJ? 

de  donde 

-  ,,         ,       senxdx 

VI.  Diferencial  dey  =  cosec^.  Se  tiene 

1 

coseca?=-— »> 
sen^ 

luego 

—  cosiûflr 


rf^=:rf(coseca:) 


sen'o? 


52  !'•    PARTE.    —    LEGCION    V. 

VIL  Diferencial  dey  =  senversoa:.  Se  tiene 

senversoa'rr  i  —  coso:, 

luego 

fl(y  =  rf  (  sen  verso  ;r  )  =  sen  0?  fl^jF. 

VIII.  Dî/erencial  dey  =:^  cosversox.  Se  tîeiie 

cos  verso  j:  =  i  —  senx, 
luego 

dy'=d{  cos  verso  a?  )  ■=^  —  cosa?  dx. 

51.    Diferenciales  de  las  fnnciones  circulares  •  inversas.  — 
I.  Diferencial  dey  =  arcsen^.  La  funcion  inversa  es 

luego,  aplicando  la  régla  de  las  iunciones  inversas,  se  tiene 

dx  dx 


dy=z 


C0S7        y/i— a?» 

Respecto  al    signo    del  radical   es    de  observarse  que,  como 


\Ji  —  x^  reemplaza  à  cos^,  debe  ser  el  mismo  que  el  signo  de  cosj^. 
II.  Diferencial  dey  =  eLrccosx.  La  funcion  inversa  es 

X  =  cos  j'  ; 
luego 

—  dx         —  dx 
dy  = 


seny       y/ 1  —  a?« 
El  signo  del  radical  debe  ser  el  de  sen^. 
III.  Diferencial  dey  =^  arc  tang^.  La  funcion  inversa  es 

X  =  tang/, 


luego 


dx 
dy  =:  cos*/  dx  = 


I  4- a:» 

IV.  Diferencial  de  y:^  arc  cot^.  La  funcion  inversa  es 

X  =  cot/, 
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i,  por  consiguienle, 

dy  =  —  sen'  y  dx  = • 

V.  Diferencial  dey=^  arc  seca:..La  funcioD  inversa  es 

X  =  sec  j^, 
luego 

-        cos*r  ,  dx  «^ 

dy  =  '—  dx  =. =  — i  • 

•^        sen^  tan  g^  sec/       xy  x^  —  i 

El  radical  debe  ser  tomado  con  el  signo  de  tang;;^. 

VI.  Diferencial  de  y^=  arccoseca;.  La  fuDcion  inversa  es 

X  =  cosecj', 
luego 

.        —  sen*  y  ,  dx  "^ 

^  cosj'  cot/ cosec/  xyx* — i 

El  radical  debe  tener  el  signo  de  col/. 

VII.  Diferencial  <iejK=  arc  sen  versos.  La  funcion  inversa  es 

X  =  sen  verso  j', 

luego 

-  dx 

dy=z 


senj' 
Pero 


dx 


senj'  =  ^  i  —  (  i  —  sen  verso/)*  =  y/ 1  —  (i  — xy  =  ^2x  —  x^; 
luego 

•^         ^2X  —  X*' 

El  signo  del  radical  debe  ser  el  de  sen^. 

VIII.  Diferencial  dey  =  arc  cos versos.  La  funcion  inversa  es 

X  =  cos  verso/, 
luego 

-  dx 

•^  cos/ 
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Pero 


cos 


yz=.sji  —  sen- j^  =  ^  i  —  (  i  —  cos  verso/  )  - 


=  ^1  —  (l  —  XY=:  \J  IX  —  X*\ 

por  consiguientc, 

,  dx 


\J  IX  —  a?* 
El  sîgno  del  radical  debe  ser  el  de  cos/. 

52.  Diferencial  de  una  funcion  explicita  cualquiera  de  nna 
sola  variable.  —  Toda  funcion  explicita  /  de  la  variable  x  se 
oblienc  efectuando  sucesivamente  sobre  esta  variable  diversas 
operaciones  bien  definidas.  El  numéro  de  estas  operaciones  es  limi- 
tado  i,  si  es  superior  à  i,  la  ûltima  operacion  deberâ  practicarse 
sobre  una  ô  varias  funciones  w,  p,  pp',  .  . . ,  ya  formadas  ;  asi  se  tendra 

El  principio  (46)  relalivo  a  la  diferenciacion  de  las  funciones 
compu estas,  reduce  la  diferenciacion  de  la  funcion  /  â  la  de  las 
funciones  mas  sencillas  i/,  (^,  tv,  .  .  ,,  i  à  la  de  la  funcion/  con 
relacion  ku^v^w^  .  .  . ,  consideradas  como  variables  independien- 
tes.  Si  estas  funciones  no  son  funciones  simples,  podrà  aplicàrseles 
lo  que  acabamos  de  decir  de  la  funcion/,  haciendo  sucesivamente 
depender  el  problema  de  tcrminos  cada  vez  mas  senciilos,  hasta 
rcducirlo  â  la  diferenciacion  de  las  funciones  simples  que  ya 
conocemos. 

53.  Ejemplos.  —  I.  Sea. 

/=r  (a  H-  bx")"^, 
Pongamos 

u  =  a-^  b x\        y  =  «"•, 
se  tendra 

dy=zmu'^'-^duy        du  ^=  nbx'^^^  dx. 
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lu  ego 

dy=imnhx'^-^  (a  -+-  bx^)"^-^  dx. 

IL  Sea 

Pongamos 

M  =  senar,         v  =ia\o^x^         zz=:çf^; 

podremos  escribir 

y  =  uz; 

se  tendra 

dy  z=  u  dz  -^  z  diiy 
i  como 

Cl  \o^ 6 

dz  =z  mv"^"^  dv  =  m  {a\o^x)'^~^ ^  dx^         du-=z  cosxdx, 

résulta 

df  =z  senar  m  (alogo:)"*"* ^  dx  -+-  (alogx)'"  cosx dx, 


6  bien 


a/=:  (aloga?)'"""*  ( ^ y- aio^xQosx  \  dx. 


III.  Sea 


Pongamos 


tendreiDos 


y=l{x-\'  sjar  -^  x^). 


pero 


u  —  ^a*  -^x'y        p  =  a?  -h  M, 


X=2hy        dy=-^i 


X  dx 
dv  ^:i  dx  -^  du  ^=- dx  -^ —  t 


luego 


\Ja' 


i_i_^i 


.  X  dx 

dx 


«7  = 


^ -f- \/a' 4- a?"        y/a'  +  j?' 
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• 


Eyercioios. 

r  ,  V  n»  .         I  a?-+- (i-4-a:*)ïJi   , 

1.  ^  =  [»-*-(  I -Ha?*)  ijï»         «^  = i dx, 

2(1  -t-a?*)T 

2.  ^  =  a*",        ^  =  na?*-»  a***  /a  rfa?. 

.  i-+-3ar  —  Sa?»  _  a?'  —  a. 

4.  y  =  .z — r  >         oy  = r:  ax. 

_  ar  ,  o»  dx 

5- r  = r'       ^^  = 


(a*  —  a?*)î  (a*  —  a?»)3 


6.  y  =  (9a'  — 6a6a?-i-56*a?*)(a-+-6ar)3,       dy  —  '^b^x^{a-hbx)—î  dx, 

•^  (a74-2;*  -^        (a?  +  2)»  L  (ar-t-i)  J 

8.  r  =  arc  tang     ( j      lang  -  h         rfv  =  -^^ j-^ 

^  (2-4- ecosa?)  sena?  ,         3  c -+-(2-f- c')  cosa:  , 

9.  y  =  — : ^:; —  >         4y  =  — - — ^ ^- —  dx. 


loge  </r 


10.  y  =  log  I --i-a?  +  (a-i- 6a?-i-a?*)î  I»         cÇy  =  , 

L^  J  (a  4- 6a?  H- a?» )î 

.,            ,       (i -+-a:)î-+-(i —a:)?             ,         —lof^edx 
i\.y  =  \og^ 1 ^ -^>         dy  = j. 

(1 -h  a?)!  —  (i  —  a?)j  a?(i  —  x^)i 

12    v=        ^        r     '""''"^ ^         arctan<^/^V^'^^^^^se"^M 

a«~6*  La4-6cosa?      ^ a'^  -  b^  °\     64-acosa?    /J 

,  cosxdx 

dyz= 


(a-\-  ù  cosa:)- 


(_                                                        ,     1 
o-4-acosa:\  .          (a*  —  £>*)s      , 
) ,  dy  :==  H ; —  rfa?. 
a-hocosa?/  '^ 


(a -h  6  cosa7) 
a?  —  I  dx 


14.  y  =  arc  scn      1   >         c?^'  = 


1    9         dy  =  1 

2s  ,      (i -4- 2a?  — a?*)i 
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LECCION  VI. 

DERIVADAS  I  DIFERENCIALES  DE  DIVERSOS  ÔRDENES 
DE  LAS  FUNQONES  DE  UNA  SOLA  VARIABLE. 


54.  Derivadas  de  diverses  ôrdenes.  —  La  derivada  de  una 
funcion  es  ella  misma  otra  funcion,  i  hay  lugar  à  considerar  la 
derivada  de  esta  derivada,  que  se  Uama  derivada  segunda  6  de 
segundo  ôrden.  Del  mismo  modo  la  derivada  de  la  derivada 
segunda  forma  la  derivada  tercera  6  de  tercer  ôrden^  i  asi  suce- 
sivamente. 

En  gênerai,  la  derivada  de  un  ôrden  cualquiera  es  la  derivada 
de  la  del  ôrden  précédente. 

Siendo  f{x)  una  funcion  de  la  variable  x  \  f\x)  su  derivada, 
las  otras  derivadas  de  los  di versos  ôrdenes  se  simbolizan  asi, 

55.  Diferenciales  de  diverses  ôrdenes.  —  Las  diferenciales  for- 
man  una  sucesion  anâloga.  Diferencial  segunda,  dijerencial 
tercera,  etc.  son  respectivamente  la  diferencial  de  la  diferencial 
précédente.  En  gênerai  la  diferencial  del  ôrden  n  es  la  diferen- 
cial de  la  del  ôrden  n  —  i .  Se  representan  en  las  formulas  escri- 
biendo  à  la  derecha  del  simbolo  d  el  numéro  de  ôrden  de  la 
diferenciacion.  Asï 

representan  respectivamente  la  diferencial  segunda,  tercera,  etc. 
La  definicion  de  la  diferencial  primera  conduce  à  la  ecuacion 

dy=f'{x)dx. 
Diferenciando  ambos  miembros  de  esta  ecuacion,  i  observando 
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que  dx  puede  considerarse  como  una  constante,  puesto  que  es  cl 
incrcmento  arbitrario  dado  à  x^  tendremos 

d^y=f''{x)dx''-^, 

del  mismo  modo  puede  escribirse 

d^y=f"'^x)dx\ 


i,  en  gênerai, 


6  bien 


d'^y  ziz f^  {œ)  dx"". 


d^y 

dx"      -^    ^    ^ 

De  suerte  que  las  diferenciales  de  los  diversos  ôrdenes  son 
respectivamente  iguales  al  producto  de  las  derivadas  por  las  poten- 
cias,  del  mismo  ôrden,  del  incremento  de  la  variable. 

56.  Diferencias  de  diversos  ôrdenes.  —  Sicndo  la  diferencia 
Aj'  una  funcion  de  Xy  tiene  tambien  una  diferencia,  que  se  llama 
dtjerencia  segunda,  Del  mismo  modo  la  diferencia  segunda  da 
lugar  à  la  diferencia  tercera^  i  asi  sucesivamente. 

Para  formar  estas  diferencias  sucesivas  de  la  funcion  j' =/(;r), 
se  supone  que  se  da  conslantemenle  kx  el  mismo  incremento  Ax, 
i  se  representan  de  la  manera  siguiente  : 

A/,         A'j,         A«7,         ...,         A»/; 

de  suerte  que  se  tendra 

AjK  ^f\x  4-  A^)  -/(^),        A*/  =z  A  \f{x  +  Ad?)  -/(a?)  ],      .... 

57.  Teorema.  —  La  derivada  de  un  ôrden  cualquiera  es  igual 
al  limite  de  la  relacion  de  la  dijerencia  del  mismo  ôrden  a  la 
potencia  correspondiente  del  incremento  de  la  variable. 

En  efecto,  se  tiene,  por  la  formula  (5)  del  n®  43, 

^y  =^f{x  -h  Aa?)  —f{x)  =/'(a7  4-  Ôi  Aa?)  Ad?, 

siendo  Oi  un  numéro  positivo  menor  que  la  unidad.  Pongamos 
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ç(a:)=/'(a:  +  0|A^)A^;  î  podremos  escribîr 

ùk*y  zz:  çp  (;r  -h  ùkX)  —  9  (a?)  =  9'  (a?  -f-  0,  \x)  A:r, 
ô  bien 


de  donde 


AV 

^,  =/'(^  4-  0,  Aa;  -H  6,  A^), 


î,  por  conslguiente, 


A*v  d^y 


De  una  manera  gênerai  se  probaria  que 

,,    A«r       >.„,    X      ^"r 


S8.  Observacion.  —  Esta  ecuacîon  gênerai  dalugar  à  consecuen- 
cîas  anâlogas  à  las  que  se  lian  encontrado  para  la  diferencial 
primera. 

Se  deduce  inmediatamente 

siendo  a  una  canlidad  que  converge  hâcia  cero  al  mismo  liempo 
que  A  a:.  De  ahî  résulta 

A**/  =  [/«  {x)  -T-  a]  A  J?"  =  d'*y  -h  a  Ao?"  ; 

iuego 

A"K_,  g 

1 

lfm^=i. 

Tambien  se  oblîene 
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I 

lo  que  prueba  que  la  diferencia  entre  la  diferencia  del  ôrden 
n  i  la  diferencial  del  mismo  ôrden  es  un  injinitamente pequeno 
del  ôrden  /i  -f-  i . 

r 

S9.  EjEMPLOS.  —  I.  Derivadas  sucesivas  de  y^=^x^. 

-7—  =z  mx"*  ', 
dx 


j^^:=im{m — i)(w  — 2)  ...  (/n  — n-i- i) j:'"-"< 

Si  m  es  numéro  entero,  se  liene 

d"^y 


dx 


m 


•=z  m  (m  —  i)  ...  3. 2. 1, 


es  decir,  que  la  derivada  del  ôrden  m  es  entônces  una  constante,  i 
que  las  derivadas  ulterlores  se  reducen  à  cero. 

IL  Derivadas  sucesii^as  de 

-^=1/71 A  a?'»-*  -i-  (m—  i)  Bx"^'*  -h  (/n  —  2)Ca:'»-»-t-  . .., 

d*y 

-j^  =  w(/?i  — i)Aa?'»---h(m—  i)(/w  — 2)Ba?'»-»-i-  ..., 


*     . 


],  si  m  es  un  numéro  entero, 

-p-:-  =  1.2.0  ...  m  A. 

Las  derivadas  siguientcs  son  nulas. 
III .  Derivadas  sucesivas  dey=^  a^. 

dx  '         ax^  ^     ''         dx^  ^^' 

rf'*v 

....     ^^a'a^)-- 
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Si  a  =  e,  se  liene 

dy d-y d}y d'^y ^ 

dx       dx^      dx^       "  *       dx*^  "~  "^ 

IV.  Derwadas  suceswas  dey'=  loga?. 

dx^  ^  ' 

^  =  i.2^-Mose, 


g  =  (-i)«-»i.2.3  ...  (/i-i)a7-Moge. 

El  factor  (  —  i  )'*"* ,  que  es  positive  para  n  impar  i  negalivo  para  n 
par,  da  generalidad  à  la  formula. 

V.  Derwadas  suceswas  de  y  ^=^  log  (  i  —  x). 

dy loge 

dx  I  —  X 

d\Y  loge 


dx*       {i  —  ^y- 

d^y 2  loge 

dx*  (i  — a:)'' 

d\Y  _^       2.3  loge 

; 

d'^y 2.3.4  ...  (  /i  —  I  )  loge 

dx**  (i  — x)^ 

VI.  Derwadas  suceswas  de  y  ^=  sen:r. 
dy  d*Y  d^y  d^y 

Las  derivadas  siguientes  reproducen  periôdicameute  estes  cuatro 
valores. 
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Se  puede  observar  tambien  que 

dy  /         I    \ 

-^  =  sen  I  j?  H-  -TT  ) , 


de  donde 


•  •  •  ? 


i  en  gênerai 

(  a?  H iz    • 


sen 


dx" 
Para  r  =  cos^,  se  encontraria 


d'^Y  f         n 


lyerciolos. 

i.  j  —  (ûf  H-  6r)'', 

—.rL.  ^  fi{n  —  i){n  —  2)  , ,.  (n  — r-f-  i)6'*(a4- 6a?)/i— r 

2 .  ^  =  sen  nx,  -r-j:  =  n''  sen  (  /la?  -h  r  -  1  • 

à,  y  =-  cos /ix,  -7-^  =  rV cos  (  /w? -i-  r  —    • 

5.  ^  =  c^cosO  cos  (a?  sen  0;,         -t-=^  =  c*co»6  cos(arsenO  h-  rO). 

6,  I'  =  e^'^  Q.o^nx^ 

■ 

•-^—  =  (a*  -h  /i*)î  e«*  cos(/ia?  -H  rç),  (  siendo  tang(p  =  -  ) 
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DIFERENCIACION  DE  LAS  FUNGONES  DE  DOS  0  MAS  VARIABLES 

INDEPENDIExNTES. 


60.  Derivadas  i  dilerenciales  parciales  de  nna  funcion  de  dos 
6  mas  variables  independientes.  —  Hemos  dîcho  que  hay  fun- 
cîones  de  dos  6  mas  variables  independientes.  En  estas  funciones 
se  puede  hacer  variar  sucesivamenle  ya  una,  ya  otra  de  dichas 
variables,  considerando  à  las  demas  como  constantes;  por  consi- 
guiente,  se  puede  tomar  las  derivadas,  6  las  diferenciales  con  rela- 
cion  à  cada  una  de  las  variables  que  entran  en  la  funcion.  Los 
resullados  de  estas  operaciones  se  Uaman  respectivamente  las 
derivadas  6  las  diferenciales  parciales  de  primer  ôrden  de  la 
funcion  propuesta. 

61.  Manera  de  representarlas.  —  Para  (Ijar  las  ideas,  supon- 

gamos  que  se  tenga  una  funcion  de  très  variables  independientes 

Podemos  considerar  que  solo  x  varie  i  hallar  la  derivada  de  la 
funcion  con  relacion  â  x,  Del  mismo  modo  podemos  suponer  que 
solo  y  6  solo  z  varie  i  hallar  la  derivada  con  relacion  ky  6  con 
relacion  à  z.  Estas  seràn  las  respectivas  derivadas  parciales  de 
primer  ôrden,  que  se  simbolizan  asi  : 

6  bien 


/; 

(^.r. 

^), 

/y("^»y> 

^), 

• 

du 
dx 

du 

dy 

du 
dz 
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El  producto  de  cada  dcrivada  parcial  de  primer  ôrden  por  cl 
incremento  arbitrario  de  la  variable  que  se  considéra  se  llama 
diferencial  parcial  de  primer  ôrden.  En  este  concepto,  refirién- 
donos  à  la  funcion  précédente,  escribiremos 

dxit=^fx{^}yi^)dx        6  bien        dxU'=--T'dx% 

dyu=ify{x,y,z)dy        6  bien        dyU  =  jçdy^ 

dz u  =/z  {x^y^z)  dz        ô bien         d^u:=—-  dz, 

dz 

62.  Diferencial  total.  —  Se  llama  diferencial  total  de  una  fun- 
cion de  dos  ô  mas  variables  independientes  la  suma  de  las  difc- 
renciales  parciales  relativas  a  las  diversas  variables.  Esta  diferencial 
total  se  représenta  por  la  caracteristica  d. 

Asi  se  tiene,  para  una  funcion  u  =f{x^y^  z,  . . . ,  0, 

,         du  ,         du  ,         du  .  du  , 

Es  de  observarse  que,  en  esta  formula,  los  simbolos  du  que 
figuran  en  el  primero  i  segundo  miembro  tienen  distintos  signi- 
ficados;  i  debe  evitarse  la  supresion  de  los  factores  comunes  dxy 
dy^  dz,  . . . ,  dt^  pues  no  quedaria  traza  de  las  diferenciales  par- 
ciales. Queriendo  suprimirlos,  se  escribirà  la  formula  asi, 

du  =:  dxU  -i-  dy  u  -^^  dsU  -h  ...  -h  c//  a. 

63.  Propiedades  de  la  diferencial  total.—  l.  El  limite  de  la 
relacion  del  incremento  de  una  funcion  de  dos  6  mas  variables 
independientes  a  la  diferencial  total  es  la  unidad. 

Consideremos,  para  mayor  scncillez,  una  funcion  de  dos  variables. 

Demos  à  ^  i  iy  los  incrementos  Ax,  ^y;  et  incremento  corres- 
pondiente  de  u  sera 

^u=f{x  -+-  àx,y-+-  Aj)  —fix,y)  =  f{x-jr^x,y)  —f{x,y) 
-h/(j:  -i-  t^x.y  -h  \y)  —f{x  -i-  t^x,y), 
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6  bien 

f{x  -f-  tkx.y  -h  A  y)  —f{x  -+<  b.x,y) 

Si  se  hace  decrecer  à  Ax  i  à  A/  indefinidamente,  las  espresiones 

/(df?-+- Aj:,,r)— /(;r,y)       .       /(^r-h  Ajr,r  4- Aj)  —f(x  -h  A^,r 


A;r  A/ 

tieaen  por  limites  respeclivos 

du  du 

dx  dy' 

luego,  en  un  eslado  cualquiera  de  su  magnitud,  diûeren  de  estas 
derivadas  parciales  de  cantidades  a  i  ^  que  convergen  hàcia  cero  al 
mismo  liempo  que  Ax  i  A_^.  Asi  podemos  escribir 

f  du         \  .  fdu 

6  bien 


A  M  zzi  (  --  -h  a  I  A  J7  H-  I  -7-  -4-  f  j  A  j, 


.  du  .         du  j  .  -  . 

pero,  se  tiene,  por  defînicion, 

,         du  ,        du  . 
du--.^--dx  +  ^dy, 

luego 

^u^=zdu   }-  a  Aj:  4-  pAj, 

i,  dividiendo  ambos  miembros  por  du^  résulta 

A 


6  bien 


A  M ,    aAj7H-pA_r_  aA.r   f-pAr 

t/a  </a  '    du  ,  du  ^     ' 


Att Aj7 

dx       dy  ùkX 
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Cuando  Ax,  ùijr  convergea  hàcia  cero,  el  numerador  liende 
tambien  hàcia  cero  ;  pero  el  denominador  do  se  hace  infinitamente 

pequeno,  luego  el  Hmile  de  -7—  es  la  unidad. 

II.  Si  para  los  valores  de  las  variables  independientes, 
comprendidos  respectivamente  entre ciertos  limites,  unafuncion 
es  constante,  su  diferencial  total  es  nula;  reciprocamente,  si  la 
diferencial  total  de  una  funcion  es  nula,  la  funcion  se  redtice 
à  una  constante» 

En  efeclo,  si  la  funcion  u  se  reduce  à  una  constante,  las  derî- 

vadas  -r-,  -7-?  •  •  •  j  -7-  son  todas  nulas  (n**  43,  Teorema  II);  luego 

la  diferencial  total  du  es  nula  tambien. 
En  segundo  lugar,  si  se  tiene  du  =  o,  6 

du  .         du  ,  du  , 

como  dx,  dy^  . .  . ,  dt  son  canlidades   arbitrarias ,    debe    tenerse 
separadamente 

du du du  ^ 

La  primera  de  estas  ecuaciones  prueba  que  u  es  independiente 
de  X  (n®  43,  Teor.  Il),  la  segunda  que  u  es  independiente  de 
X,  .  . . ,  enfin,  la  ûltima  que  u  es  independiente  de  t.  Luego  se  tiene 

u  =z  constante. 

III.  Si  para  los  valores  de  las  variables  independientes  com- 
prendidos entre  ciertos  limites,  dos  funciones  v  iw  no  difieren 
sino  en  una  cantidad  constante,  las  diferenciales  de  estas  fun- 
ciones son  iguales;  reciprocamente,  si  las  diferenciales  de  las 
funciones  v  i  w  son  iguales,  estas  funciones  no  difieren  sino 
en  una  constante, 

Pongamos  u^=  v  —  w,  Puesto  que  u  es  constante,  se  tendra 

du^=  d{v  —  w')  r:=  o,         6         dv  —  dvi^  =  0         i         dv^=z  dw, 

Reciprocamente,  si  dç  =  div^  se  tiene  du  =  o,i,  por  consiguien  te, 
u  =  constante,  6  bien  ç  —  w  =  constante. 


1 
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64.  Derivadas  parciales,  diferenciales  parciales  i  diferencias 
parciales  de  diverses  ôrdenes.  —  Las  derivadas  psh^ciales  de  primer 
ôrden  de  una  funcion  de  dos  6  mas  variables  independienles  sod, 
à  su  vez,  funcioiies  de  dichas  variables;  hay,  pues,  lugar  à  consi- 
derar  las  derivadas  parciales  con  relacion  à  las  mismas  variables  en 
cada  una  de  ellas.  Las  derivadas  parciales  de  las  derivadas  parciales 
de  prîïîier  orden  son  las  derivadas  parciales  de  segundo  ârden, 
Del  mismo  modo  las  derivadas  parciales  de  las  derivadas  parciales 
de  segundo  ôrden  forman  las  derivadas  parciales  de  tercer  orden , 
i  asi  sucesivamente.  El  numéro  de  las  derivaciones  sucesivas  consli- 
tuye  el  ôrden  de  la  derivada. 

Sea,  para  (ijar  las  ideas,  una  funcion  de  dos  variables 

las  derivadas  parciales  de  primer  ôrden  hemos  dicho  que  se  reprc- 
sentan  asi  : 

Las  de  segundo  ôrden  se  represenlan  respectivamenle  por 

fxA^.y).  fx.ykoC.y),  fyA^.y).  fy.y{^0) 

En  gênerai^  emplearemos  el  simbolo 

J  x,y,x,...       \^)JJ> 

para  indicar  una  derivada  del  ôrden  m -{- /i -h/?  +  ,  .  .,  que  se 
ha  obtenido  por  medio  de  m  derivaciones  con  relacion  &  x,  de  n 
derivaciones  con  relacion  à/,  de  p  derivaciones  con  relacion  à  t, 
i  asi  sucesivamente. 

Del  mismo  modo  las  diferenciales  parciales  de  las  diferenciales 
parciales  de  primer  ôrden  son  las  diferenciales  de  segundo  ôrden, 
i  asi  sucesivamente. 

En  gênerai,  representaremos  por 

el  resultado  obtenido  tomando  primero  la  diferencial  parcial  del 
ôrden  m  con  relacion  à  j;  de  la  funcion  u,  luego  la  diferencial  par- 
cial del  ôrden  n  con  relacion  à^  de  la  espresion  obtenida,  luego 
la  diferencial  parcial  del  ôrden  p  con  relacion  à  x,  etc. 
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Las  difereacias  parciales  de  las  diferencias  parciales  de  primer 
ôrden  son  las  diferencias  parciales  de  segundo  orden^  i  asi 
sucesivamenle. 

De  UQ  modo  anàlogo  representaremos  por 

el  resuUado  obtenido  tomando  primero  la  diferencia  parcial  del 
ôrden  m  con  relacion  â  ^  de  la  funcion  a,  luego  la  diferencia  par- 
cial del  ôrden  n  con  relacion  âjK,  etc. 
Esto  entendido,  tenemos  (n®  55) 

Considerando  ahora  a  x  como  una  constante  i  ky  como  variable, 
i  tomando  la  diferencial  del  ôrden  n  con  relacion  à  y^  podemos 
escribir 

Volviendo  ahora  a  tomar  la  diferencial  parcial  del  ôrden  p  con 
relacion  à  x^  i,  continuando  asi  sucesivaniente,  se  obtendrà 

d^:r:i':"  u  -^/^^y^^,^:-   {x,y)  dx^-  dy-  dxP..., 

de  donde 

dx"'  dy^  dxK  . .  -J^^y^^^'    ^'^'  y^' 

De  suerte  que  las  derivadas  parciales  se  espresan  por  medio  de 
las  diferenciales  parciales  correspondientes  de  un  modo  anàlogo  al 
que  se  refiere  à  las  funciones  de  una  sola  variable. 

65.  Relacion  entre  las  derivadas  i  las  diferencias  parciales.  — 

Entre  las  derivadas  i  las  diferencias   parciales  hay  una  relacion 
anàloga  à  la  que  se  encontrô  entre  las  derivadas  i  las  diferencias  de 
una  funcion  de  una  sola  variable  independiente. 
En  efeclo,  se  tiene  desde  luego  (n**  58) 

representando  a  una  cantidad  que  converge  hàcia  cero  al  mismo 
tiempo  que  bkX, 
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Tomemos  la  diferencîa  del  ôrden  n  de  los  dos  niîembros  con 
relacion  â^,  i  dîvidàmosla  por  Aj^"'.  Sera  précise,  apUcando  la 
misma  formula,  tomar  la  derivada  parcial  del  ôrden  n  del  segundo 
miembro  con  relacion  a  jk,  i  agregar  una  cantidad  que  tienda  hàcia 
cero  al  mismo  tiempo  que  ^y.  Si,  ademas,  se  observa  que,  anu- 
làndose  a  cuando  se  anula  A^,  lo  mismo  sucederà  para  su  derivada 
del  ôrden  n  con  relacion  â  y^  podrâ  establecerse  la  igualdad 
sigiiiente  : 

\m\-n  ., 
.-_£!>__ /•"«+-"  (  r-    v^  -4    'v 

siendo  ai  un  valor  que  se  anula  al  mismo  liempo  que  A^  i  A^'. 
Tomando  ahora  la  diferencîa  del  ôrden  p  de  los  dos  miembros 
con  relacion  â  x^  dlvidiéndola  por  Aa:^,  i  conlinuando  asi  sucesi- 
vamente,  se  tendra  la  formula  gênerai 

A  /n+«4-p+..,  ., 

-'>■'-'•• ^  F-1;:y;f.r-  {x,y)^  e, 


A^'«  A/'*  Aa7^.  .  . 

siendo  s  una  cantidad  que  se  anula  al  mismo  tiempo  que  A  a:  i  Aj'. 
De   donde  se  deduce,  como   para  las   funciones  de   un  a   sola 
variable, 


ô  bien 


A  m+rtfpf-...  .. 

Aa7"*A/'»  A^''. . .      J  ^yy^^^^'     ^    '^^  ^' 


A  m+/t+p+...  ,.  ^m¥n-\'P¥. 


Aic'"  A/»  Ao?/' . . .       dx'"^  dy'^  dxP . . . 


66.  Teorema.  —  El  resultado  final  de  varias  diferenciaciones 
parciales  sucesivas  es  siempre  el  mismo,  cualquiera  que  sea  el 
ôrden  como  se  opère  con  relacion  d  las  diversas  variables. 

Sea,  por  ejemplo, 

u—f{x,y). 

Si  se  cambia  primero  x  en  x  -{-  Aa?;  u  se  conviertc  en 

u  -h  Aa-M. 

Si  en  esta  espresion  se  cambia  j^  en  j^  +  Aj*,  résulta 

a  ~h  Aa: a  -+-  Ay  a  -t-  A*a.,ye/. 
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Habremos  obtcnido  asi  el  valor  en  que  se  convierte  u  cuando  se 
reemplazan  x^y  por  a?  +  Aa:,  jk  4-  A  r. 

£s  évidente  que,  haciendo  las  sustituciones  en  ôrden  inverso, 
debe  llegarse  al  mismo  resultado,  es  decir,  que 

debe  ser  una  espresion  idéntica  â  la  anterior. 
Luego 

\,  dividiendo  ambos  miembros  por  A^  A^%  se  tendra 


^iy  "  ._  ^l^  " 


ùix  \y       A  y  AoT; 


i,  por  consiguîente, 


6  bien 


Ao:  ày  ày  àx 


dx  dy       dy  dx 


ô  lo  que  es  lo  mismo 


/:,r^-^>j')W;,x(^,.r)- 

Falta  ahora  generalizar  el  principio  i  demostrar  que  si  se  toraa 
un  numéro  cualquiera  de  diferencias,  diferenciales  6  derivadas  par- 
ciales,  el  ôrden  en  que  se  consideren  es  completamente  indiferente. 

En  efeclo,  por  lo  que  acabamos  de  ver,  puede  canibiarse  el 
orden  de  dos  de  estas  operaciones  sucesivas,  i  se  podra,  por  lo  tanto, 
hacer  pasar  al  primer  lugar  la  que  se  quiera,  haciéndola  avanzar 
sucesivamente  de  un  lugar  hàcia  el  principio.  Se  llevarà  en  seguida 
al  segundo  lugar  la  que  se  quiera  ;  i  asi  sucesivamente  se  colocarân 
todas  las  operaciones  de  diferencias,  diferenciales,  6  derivadas  en 
un  orden  cualquiera,  sin  que  el  resultado  sea  alterado. 

De  esta  manera  podemos  suponer  que  todas  las  diferenciaciones 
6  derivaciones  con  relacionàunamisma  variable  hayan  sido  hechas 
consecutivamente;  i  las  nolaciones  précédentes  se  simplifican  en 
el  sentido  que  bastarâ  una  sola  indicacion  para  cada  variable.  Asi, 
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por  ejeraplo,  se  tendra 

dx^  dy*  dx^  dy^       dx^^  dy^ 
Se  simplifica  tambien  la  espresion  de  las  derivadas  parciales 
escribîendo  ^  ,n^  n  ^^  l^gsti*  ^^     ^l^     ^^  >  porque  los  esponentes  de 

dx  i  dy  bastan  para  indicar  el  nùraero  de  las  diferenciaciones  efec- 
tuadas  con  relacion  à  cada  una  de  las  variables  x  é  y. 

Pero  si,  para  obtener  la  diferencial  parcial  correspondiente  se 
multiplicara  porrf^"'  dy'^  suprimiendoel  denominador,  se  obtendria 
^m-^-n  11^  espresion  que  no  contiene  Iraza  alguna  de  las  diferencia- 
ciones efectuadas.  Es  necesario,  pues,  para  que  la  notacion  tenga 
un  sentido  determinado,  conservar  el  denominador,  i  escribir  esta 
diferencial  asi^ 

dx'^  dy^  ^ 

Tambien  puede  representarse  de  un  modo  mas  sencillo,  por  la 
anotacion  y  a  empleada, 

67.  Ejemplos.  —  I.  u  =  x"^y". 

dx  -^    '         dy  '^ 

d}u  d^u 


dxdy      dydx 

Y 
II.   u  ■=!  arc  tang  — • 


—  mnx'"~~^y"~'^ 


X 

du  _     —  y  du X 

dx      X* -hy*^  dy      x*  -hy*^ 

d*u          d*u  y*  —  x^ 


dxdy      dydx'    (^'H-/*)* 

68.  Diferenciales  totales  de  diverses  ôrdenes  de  una  funcion 
de  dos  ô  mas  variables  independientes.  —  La  diferencial  total  de 
una  funcion  de  dos  ô  mas  variables  independientes  es  otra  funcion 
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de  dichas  variables,  i  por  lo  lanlo  admite,  à  su  vez,  una  diferencial 
total  ;  esta  tambien  da  lugar  a  olra  diferencial  total,  i  asi  sucesiva- 
mente.  Estas  difcrenciales  totales  sucesivas  constituycn  las  dife- 
renciales  totales  de  diverses  ôrdenes  de  la  funcion  dada. 

Sea  du  la  diferencial  total  de  una  funcion  u.  Representemos  por 
d'il  la  diferencial  total  de  du  ;  por  d^u  la  diferencial  total  de  d^u^ 
i  asi  sucesivamente  ;  de  suerle  que  en  la  série 

du,         d-u,         d^u,         .  .  . ,         d"u 

cada  térmi no  représenta  la  diferencial  total  del  término  précédente. 

Propongamonos  hallarla  diferencial  total delordenn,  es decir,rf''i/. 

Para  fijar  las  ideas,  supongamos  que  se  trate  de  una  funcion  de 
dos  variables 

La  diferencial  total  de  primer  ôrden  es  (n**  62) 

X  j         ^"  j         du  , 

(  I  )  du  —  —-'  dx  -\-  7-  dv, 

dx  dy   " 

Para  hallar  la  diferencial  total  de  segundo  ôrden,  bastarà  hallar 
la  diferencial  total  de  cada  término  de  du,  Obtenida  la  diferencial 
total  segunda,  procederemos  del  mismo  modo  para  obtener  la  dife- 
rencial total  tercera,  i  asi  sucesivamente.  Mas  à  fin  de  establecer 
una  formula   gênerai,    observemos   que    la  diferencial    total    de 

dn^-Pll 

-,  — , —  es 
dx^'dyi* 

,  — -  ,   -  dx  -î-  -,  — ; a  V, 

dx'^^^dyf'  dx'^dyP'^    ' 

espresion  que  puede  formarse  multiplicando  por 

du  ,         du   , 
-—  r/.r  -\-  - ,-  dy 
dx  dy    • 

la  propuesta  j— ;^;t-»>  con  tal  que  se  consideren  â  los  indices  de  los 

numeradores  como  esponentes,   volviendo  â   considerarlos  como 
indices  despues  de  haber  efectuado  la  operacion. 

Segun  esto,  si  se  parte  de  la  formula  (  i  ),  se  obtendra  la  diferen- 
cial  del   segundo  miembro   multiplicândolo  por -r- dx -h  -r- dy  ; 
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i  se  escribîrâ  simbôlicamente 

Del  mismo  modo  se  hallarà  la  diferencial  tolal  de  Lercer  ordcn  ; 
i,  en  gênerai,  represenlando  por  d"Ui  la  diferencial  total  del  ërden 
m  de  e/,  se  tendra 

/du  _,         du  ^   V"'^ 

entendiéndose  sîempre  que  los  esponentes  de  du  debcn  cambiarse 
en  indices,  despues  de  cfecluado  el  desarrollo. 

69.  Diferenciacion  de  las  funciones  compuestas  de  funciones 
de  dos  ô  mas  variables  independientes.  —  Teorema.  —  Si  u  repré- 
senta una  funcion  de  las  variables  x,  y^  z,  . .  .^  t^  que  son  ellas 
mismas  funciones  de  otras  variables  independientes  y  se  tendra 
siempre 

j         du   ,         du   ,         du   ,  du   . 

au  ^.  -j-  dx  -^  -T-  dy  ^    -f-  az  -}-  .  , .  -^   --f-at; 
dx  dy   ^        dz  dt 

como  si  x^yj  z,  ,  ,  ,,  t  fuesen  variables  independientes. 

En  efecto,  sean  a,  3,  Y'  •••»«»>  ^^^  variables  independientes.  Si 
se  reemplazan  x^  y^  z^  .  .  . ,  t  por  sus  valores  en  funcion  de 
«}  P)  Tî  . .  . ,  (i),  se  tendra  la  espresion  de  u  en  funcion  de  estas 
mismas  variables.  Esto  supuesto,  se  tiene^  por  definicion. 


du  ,         du  ,o       du  j  du 

d%  dp    ^       d^     •  ato 


Ahora  bien,  --j-  doL  es  la  diferencial  parcial  de  u  con  relacion  a 

c»  oc 

a,  de  la  que  dependen  x,y,  z,  .  .  .,  ^;  i,  por  la  régla  de  las  fun- 
ciones compuestas  de  funciones  de  una  sola  variable  independiente, 
se  tiene 


,    du  (dx  ^   \       du  (dy  ^  \       du  (  dz 

*~  dx  \  d%       )       dy\d%      )       dz  \d^ 


du 

du  (  dt 


-h  .  . .   -H 


au  i  ai    ,    \ 

dt[d-Jv- 
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Se  tiene  tambien,  por  la  aplicacion  de  la  misma  régla, 
du  .        du  fdx  .\       dufdy.\       du  (  dz  .^ 

du  {  dt  j^ 


du.    du/dx^    Y     du/dy,    \       du  /  dz   , 

dti)  dx  \diii       )      dy  \dtù       )       dz  \e/(D 

du  /dt 
dt  \d(ù 

Sumando  miembro  à  miembro  todas  estas  igualdades.  se  formarà 
la  espresion  siguienle  : 

,         du  l  dx  ,         dx  ,^  dx    ,    \ 

du  [dy  ,         dy  j^  dy   . 

dy\d^  dp    ^  du} 


du  f  dt  j         dt    ,,  dt    , 

pero  las  sumas  que  en  esta  formula  multiplican  respectivamente  à 

1      j     •      1  .1      du    du  du  .  1         , 

las  aerivacias  parciales  j— >  ^  >  *  •  *  »  w~  ^^^  precisamente  ios  valores 

de  las  diferenciales  dx^  dy^  ,  . .,  dt]  luego 

,         du  ,         du  ,         du  ,  du  . 

du  =:  ~  dx  ~\-  -j-  dy  -h  -7-  dz  -h  .  . .  -h  --77  dt. 
ux  dy  ctz  dt 

70.  EjEMPtos.  —  I.  Sea 

a  zz:  /  (aa?  H-  by). 
Se  tiene 

du d  du b 

dx       dx  -h  by  dy  '"  dx  -{-  by 

d^u — d*  d^u    — db  d^u — 6* 

dx"^  ""  [^dx  H-  byY '        dxdy       (a^  H-  6/ j* '        df/'       {dx -^  byY ' 
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luego 


^                   -^  '  ax-\-by 

fl^  li    (  /Tt'  /1t*^        1        r^  rth  /V'T»  // 1'    -L        Aï^    rl'\f^  \                                                        m 

au           y^a  ax    \   2aoaxay    \   o  ay  )    ^^.  _^^yy,' 

IL  Sea 

X 

u  —  arc  sen  — 

y 

Se  tiene 

du               I                   dx             —  X 

<i^         (j«-^»)t'             'iy         y^Y'-X'')^' 

d}u               X                  d}u       a:(ar'  —  x^)           d^u               - 

-y 

luego 

du—'^dx—^dy) î j^, 

d}u  rz:     X  dx*  —  2y  dx  dy  -^  X  -^ — —  dy* • 

Eyerciclos. 

1.  a  =  arc  sen  i/"^'""^*?  dur-.—. ^-^'-- (y  da:      xdy). 

Y  ^*  -f- J'*  (X*  -hy*)  yjx^  —y* 

2 .  u  ~-  X?    >         û?a  =  Z'     (  /j  /-S  dx  ■^-  ~  Iz  dy  -\ )  • 

^  "kx  A-Y  —  -2?*y  ,  2  dx  dv 

3 .  £*  =  arc  tang ^ ,         du  = r  -i • 

I  —  ixy  —  x^  \  -\-  x^       I  -^-y* 

,  ,  a:  -h  (a?*  ^  -  V*  )t  ,         'x(y  dx  —  xdy) 

4 .  M  =-  « ^: ■■ j  ,  du  =  —^ 5 

X  —  (x^ — y^)l  y{^*   ~y^)^ 

5.  u  =  sen  (x"* y^ )  y         du  =  x**^^y'^-^cos{x'^y'*){my  dx -^  nxdy). 
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LECCION  VIII. 


DIFERENCIACION  DE  LAS  FUNCIONES  IMPLICITAS. 


71.  Diferenciacion  de  las  funciones  implicitas  dadas  por  una 
sola  ecuacion.  —  Consîderemos  primeramente  el  caso  de  una  fun- 
don  y  ligada  a  la  variable  îndependiente  x  por  una  ecuacion 

La  variable  j'  es  una  funcion  de  x^  por  consiguiente,  puede  con- 
siderarse  kf{x^y)  como  una  funcion  compuesla.  Esta  funcion  es 
conslantemenle  nula,  por  hipôtesis;  lucgo  su  diferencial 

es  lambien  igual  à  cero.  Asi  se  tiene 

-~-dx  -h  ~-  dvzzzo: 
dx  dy  -^ 

de  donde 

-  dx  ,  dy  dx 

dy  dy 

Lucgo  la  derivada  de  una  funcion  y  ligada  à  la  variable 
îndependiente  x  por  la  ecuacion  f{x^  y)  =  o,  se  obtiene 
dividiendo  la  derivada  relati\?a  a  x  del  primer  miembro 
de  la  ecuacion  por  la  deris^adà  relativa  à  y  del  mismo  primer 
miembro  i  cambiando  el  signo  dèl  cociente. 

72.  EjEMPLOS.  —  I.  Sea 

/(x,y)^^  a* y*  -+-  6'^*  —  a*  6*  :=^o. 
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Se  tiene 


// 


df    ...       df 


iy  por  consiguiente 


) 


dy b*x 

dx  a^  y 

II.  Sea 

/('^,  7)  =  ^  log7  —  y  logo:  =  o. 
Se  tiene 

df      ,  rloge  df  ,  ^loffe 

luego 

rfy  __  fx\o%y  —  y\o%e\  y  ^ 
dx       V/logj:  —  x\o^e)  X 

73.  Diferenciacion  de  las  funciones  implicitas  dadas  por  dos  ô 
mas  ecuaciones.  —  Supongamos  que  y  '\  z  sean  dos  funciones 
implicitas  de  x  dadas  por  las  ecuaciones 

/(^i  /j  ^)  =  o,        F  (-^j r»  ^)  =  o- 

Puesto  que  j^  i  z  son  funciones  de  x^  /{^^y-i  ^)  i  F  (^j  J^j  >5)  son 
funciones  compuestas  ;  i,  como  estas  funciones  son  respectivamente 
iguales  â  cero,  sus  diferenciales  tambien  son  nulas;  luego  se  tiene 

df  .         df  .        df  . 

-y-  dx-h  ^dy-h  -y-dz  —  o, 

dx  dy  '^       dz 

d¥  ^         dY  .        d¥  . 
^dx^-^dy^-^dz^o, 

de  donde  se  saca 

d£d¥__dfd¥ 
dy       dx  dz       dz  dx 


T' 


dx~  df_<^_d£d^ 
dz  dy       dy  dz 

df^d¥_(^d¥ 

dz dy  dz       dz  dy 

dœ"  df_d¥^_df^d¥_ 

dz  dy       dy  dz 


7H  r»    PARTE.    —    LKCGION    VIII. 

Se  procédera  dcl  misnio  modo  en  el  caso  gênerai  en  que  se 
tongau  m  ecuaciones 

F(^.r,  >•,  3»  M,  . . .  ^  —  o, 


rnUv  una  variable  independiente  .r  i  m  funciones  ^>',  2,  k,  .  . .  de 
esta  varîahlo, 

Sieiulo  )a5  fuiu  ionesy\  F,  f ,  . . .  funciones  compuestas  é  igaaies 
A  coi\>«  como<Mi  lo$  casos  precedonies*  sus  diferenciales  son  tambien 
iuiU^%  i  $0  liene 

if/  .        fif  .        iif  .        iif  , 

-]^dx  -  j— f/i-  *-  -:--i/5    -  -:-m/  —  . . .     lo. 

fî,r  civ  cf3  </« 

« 

«/F  .        ./F  .        </F  ^        #/F  ^ 
»ï,r  i/>*    '         az  au 


F^U$  M  <\nuoiono$  dolcnuinan  las  dUVrencîales  à  las  deri^adas 
\W  las  m  twucîonos  *  v  3.  m*  .... 

T4.  K;isairuv.     -  S<\an  Us  ccuacionos 

N  .  «  »  < 

<^n  Us  ^«^  ^.  4.  i^  > .  r  n^jxrirsonun  coosUr.ros  daias  :  î^  tendra 

^^  '  *î,î    H  ^C  -      ■    — ~        »^, 


.^4k 
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Se  ha  visto  (n®  71  )  que  se  tiene 

-^  dx  -h  -;-  dy  —  o. 

dx  dy  '^ 

El  primer  miembro  de  esta  ecuaclon  puede  considerarse  como 
una  funcioQ  compuesta,  cuyo  valor  es  idénticamente  igual  à 
cero. 

Sus  diferenciales  de  diversos  ôrdenes  son  tambien  nulas.  Se 
tiene,  pues,  igualando  à  cero  estas  diversas  diferenciales,  i  obser- 
vando  que  dx  es  una  constante, 


( 


%'^'-^-'^^'^y^^^'^y')^%'^y='' 


rf-^ ''•^ -^  ^ '<>■) '^^ + 1 '^^  ^- °' 

Estas  formulas  hacen  conocer  sucesivamente  las  diferenciales 

i,  por  consiguiente,  las  derivadas 

d*y  d}y 

dx^^  dx^^ 

Consideremos  ahora  el  caso  mas  gênerai  en  que  se  tengan  m 
ecuaciones 

/  /(^,7,^,  «,  .    .)  =  o» 
)  ¥{x,y,z,u,  ...)— o, 


entre  una  variable  independiente  x  \  m  funciones^,  ^,  a,  ...  de 

esta  variable. 

Diferenciando  una  primera  vez  las  ecuaciones  (  i  )  Kemos  obtenido 


8o  !'■    PARTE.    —    LECCION    VIII. 

las  ecuaciones  siguieates  (n®  73) 

[  df   .         df   .        df,        df  ^ 

^F^         d¥  ^        d¥  ^        d¥  ^ 
,   X  y  -7-a^-i- -T-av-h -ï~a«-i- -r-rf«+ . . .  =zo, 

(2)  i^  dx  dy    '        dz  du  ' 

-^dx-r-  -zr-dy^  -^dz-^  -^û^m -h  . .  .  —  o, 
dx  dy    ^^        dz  du  ' 


La  diferenciacion  de  las  ecuaciones  (2)  darà  el  nuevo  sistema 


que  détermina  las  diferenciales  de  segundo  orden 

\d}y,         d}z,         d^u,         ..., 

6  las  derivadas  de  segundo  ôrden 

d?'y  d}z  d^u 

dx*  dx'^  dx* 

Diferenciando  las  ecuaciones  (3)  se  obtendrân  las  diferenciales 
de  tercer  ôrden,  i  asi  sucesivamente. 

76.  Derivadas  parciales  de  las  funciones  implicitas.  —  Supon> 
gamos  que  se  lenga  la  ecuacion 

(i)  /(^,7,-)=o, 

entre  las  variables  independientes  a;  é  ^,  i  la  funcion  implicita  z 
de  estas  variables. 

Siendo  z  una  funcion  de  a:  i  de  y^  podemos  considerar  à  la 
funcion  /  como  una  funcion  compuesta  de  j?  i  de^,  que  conserva 
un  valor  constante,  que  es  igual  à  cero.  Por  consiguiente,  sus  dife- 
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renciales  parciales,  sea  con  relacion  à  x^  sea  con  relacion  â^seran 
nulas. 

Diferenciando  la  ecuacion  (  i  )  con  relacion  à  x^  se  obtiene 

df      df  dz 

^    '  dx      dz  ~dx        ' 


de  donde  se  saca 


df 

dz  _        dx 
dx^'^'dj 
dz 


Diferenciando  la  misma  ecuacion  con  relacion  ky^  résulta 

df       df  dz 

de  donde 

dz dy 

dy~  ~W' 

dz 

Para  obtener  las  diferenciales  parciales  de  segundo  ërden,  basta 
(Hferenciar  las  ecuaciones  (2)  i  (3).  Asi,  diferenciando  la  ecua- 
cion (2)  con  relacion  a  x  primero,  i  iuego  con  relacion  â^',  résulta 

i  ^/  .         d}f    dz       ±f(dzY       dl^z__ 


dx'  dxdz  dx       dz^  \dx )        dz  dx^ 

i^)  \    d\f__       _d^    dz         d}f    dz  ^dz^dz^       df    d}z    __ 

dxdy       dxdz  dy       dydz  dx  dz^  dy  dx       dz  dxdy 

w^  .  d^z  .  d^z 

De  estas  ecuaciones  se  saca  -,— r  1 


dx^    dxdy 
Diferenciando  la  ecuacion  (3)  con  relacion  à^,  se  obtiene 

^^^  dy*  ^  ^  dydz  dy  ^  dz'-  \dy)   ^  dz  dy^"    ' 

d^z 
ecuacion  que  harâ  conocer  el  valor  de  -y-^- 
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Dîferenciando  las  ecuaciones  (4)  î  (5),  se  haliaràa  los  valores  de 
d^z       cPz         cPz       d}z 
d^'  d^/  dIdP'  dP'  '  "•  sucesivamenu». 

77.  Ejemplo    —  Sea  la  ecuacion  de  la  esfera 

a?*  -h  y*  -\-  2*  —  a-  z=^  o. 
Una  primera  diferenciacion  da 

dz  dz 

Diferenciando  nuevamente,  résulta 

/dzy       d^z  {dz\*'      d^z 

dz  dz  drz 

dx  dy      '^  dxdy         ' 


de  donde  se  saca 


dz  _        X  dz y 


dx  z  dy 

d^z  x^  -H  5*  d^z  r*  -\-  z^  d^z  XY 

dx^  z^      '         dy^  ~~  z*      '         dxdy  z 


s 


78.  Diferenciales  totales  de  diverses  ôrdenes  de  las  funciones 
implicitas  de  dos  6  mas  variables.  — •  El  caso  mas  gênerai  de 
las  funciones  implicitas  es  cuando  se  dan  m  ecuaciones  entre  n 
variables  independientes  i  m  funciones  de  estas  variables.  Siendo 
supuestos  nulos  los  segundos  miembros  de  estas  ecuaciones,  los 
primeros  miembros  son  funciones  compuestas  de  funciones  de  las 
n  variables  independientes,  i  puesto  que  taies  funciones  se  reducen 
à  cero,  sus  diferenciales  totales  de  diversos  ôrdenes  son  nulas.  Se 
puede  pues,  por  diferenciaciones  sucesivas,  deducir  de  las  ecuacio- 
nes propuestas  otros  sistemas  de  ecuaciones  que  harân  conocer 
sucesivamente  las  diferenciales  totales  de  primer  ôrden  de  las  m 
funciones  consideradas,  luego  las  diferenciales  totales  de  segundo 
ôrden,  i  asi  sucesivamente. 

Sea  por  ejemplo,  el  caso  de  dos  funciones  implicitas  u\  v  àe  las 
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variables  x^y^  z,  ligadas  a  estas  variables  por  las  dos  ecuaciones 

Puesto  que  ui  v  son  funciones  de  ^,JK, Zj  podemos  considérât 
â  los  primeros  miembros  de  estas  ecuaciones  como  funciones  com- 
puestas  de  dichas  variables  ;  por  otra  parte  las  funciones /i  F  son 
nulas,  por  consiguiente,  sus  diferenciales  totales  de  diversos 
ôrdenes  son  tambien  nulas;  luego,  diferenciando  una  primera  vez, 
résulta 

^/^         ^fj        ^f^        df  ^         df^ 

-7^  ûfx  -h  -y-dy  ^  -j-dz  ^  -fdu-^  -^dv  =z  o, 

dx  dy  "^        dz  du  dv 

d¥  ^        d¥  ^         d¥  ^        d¥  ^        dF  ^ 

-j-  dx  -\-  rr  dy  -h  -j-  dz  -h  -r-du  -^  —r  dv-=io. 

dx  dy   *^        dz  du  dv 

De  estas  ecuaciones  se  sacaràn  los  valores  de  du  i  dv.  Por  dife- 
renciaciones  sucesivas  deduciriamos  îgualraente  las  diferenciales 
totales  de  los  demas  ôrdenes. 

Se  puede  tambien  procéder  de  otra  manera  :  en  lugar  de  buscar 
directamente  las  diferenciales  totales,  se  puede  calcular  separada- 
mente  las  diversas  derivadas  parciales  que  figuran  en  sus  espre- 
siones. 

Consideremos,  por  ejemplo,  una  funcion  z  lîgada  à  las  variables 
independientes  j;,^  por  la  ecuaciou 

f{oo,y,z)—o. 

d"     d'' 

Sean/)i  q  las  derivadas  parciales  de  primer  ôrden  -^y  -^^  que 
ya  sabemos  obtener.  Podemos  escribir 

dz  -zj:  pdx  -  i-  qdx. 
Se  tendra  tambien,  llamando  7-^5,  ^  las  derivadas  parciales  de 

1        fi         Cl  z        Cl  z         CL  z 

segundo6rden^,^^,^, 

d*z=:  r  dx^  -i-  2sdxdy  -h  t  dy'y 
i  asl  sucesivamente. 
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79*  I^EMPLO.  —  Sea  la  ecuacion  que  ya  hemos  considerado 


a?« 

-.-/• 

-i  -  >8*  —  a*  —  0. 

Hcmos  oktcnido 

.r 

q-, 

r                   0?'  -h  >5' 

S  -. 

— 

xy 

r*  +  -' 

lucgo 


-^  cr^  -\-  5*  j  •       ^  -^^^  ^    ^  >'*  H-  "*  ^  • 


lijercicios. 

r/v  sen  <  rt  H-  v) 

i.  senv   -  X8cn(rt '1  v),         S--- : 

^        "^  dx      cosj'  —  xcos^aH-^) 

rfv        (cosv'^^senv 
2.  une V  .    I -t  ;rsen^\         -;-  = ^ — — . 


\ 
3.  ««"g-      (-  --)   ' 


dr  I 


dj:  * 


5.  <i*'^    •   v^<?^*V'*7'^    -  *^» 


€h'  V  v/sec'v XV ) lançai -^  aa-«^rx.^-Ua 

^  X I  :>Ci\ a j )  lang JT^  -h  a  a*^xy  \a\x 


«r 


i»i>M 
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LECCION  IX. 


CAMBIO  DE  VARIABLES. 


80.  Cambio  de  una  sola  variable.  —  Cuando  se  tienen  di versas 
variables  que  dependen  unas  de  otras,  puede  escogerse  ana  cual- 
quiera  de  ellas  como  variable  independiente.  Generalmente  esta 
eleccion  esta  indicada  por  la  naturaleza  misma  del  problema,  pero 
puede  suceder  que  despues  de  haber  designado  la  variable  indepen- 
diente convenga  escoger  olra  i  sera  preciso  modiiicar  las  formulas 
obtenidas. 

Tal  es  la  cuestion  de  que  vamos  âocuparnos. 

Primer  Problema.  —  Siendo  conocidas  las  derwadas  de  una  f  un- 
cion  con  relacion  à  una  variable  independiente,  asl  como  et 
valor  de  esta  variable  en  funcion  de  una  nueva  variable  inde- 
pendiente, encontrar  las  diferenciales  i  las  deriçadas  de  la 
funcion  con  relacion  a  la  nueva  variable. 

Sean^=/(:z?)  la  funcion  dada  i  j?  =  <p  (^)  el  valor  delaprimi- 
liva  variable  independiente  x  en  funcion  de  la  nueva  variable  t. 
Suponemos  conocidas  las  derivadas  de  y  con  relacion  à  x^  asi  como 
las  derivadas  de  x  con  relacion  à  ^,  i  nos  proponemos  hallar  las  deri- 
vadas àey  con  relacion  a  t. 

Por  el  principio  del  n'*  44  se  tiene,  cualquiera  que  sea  la  variable 
independiente, 

es  decir,  que,  en  el  caso  de  ser  x  una  funcion  de  ^,  rf;^  i  dx  repre- 
sentan  las  diferenciales  àey  \  Ae  x  con  relacion  à  la  variable  inde- 
pendiente t,\/'{x)  la  derivada  de  y  con  relacion  â  x,  absoluta- 
mente  como  si  x  fuese  la  variable  independiente. 
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Diferenciando  con  relacion  a  /,  i  consideraado  â  dx  no  mas  como 
una  constante,  sino  como  una  funcion  de  t^  résulta 

d}y  —f\x)dx'  -\-  f  {x)â} X, 

Del  niismo  modo  se  obtiene 

d'y  —r{x)  dx''   t-  y\x)  dx  d^x  -H/(.r)  d^ x  ; 

i  asi  sucesîvamenlc. 

Si  en  lugar  de  las  dlferenciales  se  quîeren  las  derivadas  de  y 
con  relacion  â  ^,  bastarà  dividir  las  ecuaciones  que  preceden  suce- 
sivamente  por  rf/,  dt^^  dl^,  .  .  . ,  i  lendremos 

^  =r  (^)  ?'(0'  +  sf'ix)  :p'(o  f"(o  -H/'  (.2^)  ^"'(o. 

Segundo  Problema.  —  5'ô  conocen  los  valores  de  x  i  de  y  en 
funcion  de  una  variable  independiente  t  cualqitieva  i  sus  dlfe- 
renciales; se  quiere  espresar  las  derivadas     ,  /' 


.'....- 


dy  d^y  d^y 

dx  dx'^  dx^ 

tomadas  en  la  hipôtesis  de  dx  constante^  en  funcion  de  las  dlfe- 
renciales de  x  idey  conslderadas  como  funclones  de  la  variable 
independiente  t. 
Representemos  por 

las  derivadas  àey  tomadas  en  la  hipôtesis  de  ser^rla  variable  inde- 
pendiente. 
Se  tendra 

dy  ^-y'dx,        df  -./dx,        d/  =:/'d/^, 

i,  por  el  principio  ya   citado  del  n^  44,  estas  formulas  subsisten 
cualquiera  que  sea  la  vainable  independiente. 
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De  la  primera  îgualdad  se  deduce 

;      dy 

•^        djc 

m 

Âpllqiiemos  ahora  à  esta  formula  la  régla  de  la  diferenciacion  por 
cocienle,  i  resultari,  cualquiera  que  sea  la  variable  indepcndienlc. 


_f  /         ifj         dxd^y  —  dyd^x 


de  don  de 


,tt 


r  ^ 


_  djc  d*  y  —  dyd*  ,r 


dx^ 

Del  mismo  modo  tendremos,  diferenciando  de  nuevo  i  dividiendo 
por  dx^ 

„ dx{dxd}y  —  dyd^x)  —  ^d^x{dxdry  —  dyd*x) 

7   —  ^^i  =  ''  • 

Siguiendo  el  mismo  procedimienlo,  se  obtendrà  sucesivamente 

Se  présenta  aqui  una  verificacion  de  estas  formulas  générales.  Si 
en  las  mismas  se  supone  dx  constante,  se  encontraràn  las  formulas 
conocidas 

^  "^  dx'         y   ' dx^'         '^    '^  dx^' 

Si  se  quiere  tomar  à  y^ox  variable  independiente,  bastarâ  haccr 
en  las  formulas  précédentes  dy  =  constante,  i  resultarâ 

d^x  dxd*x       ^  /d*x\* 

^  -^  dx'     •^.  ■"    I^y'     '^  '"  /f^y 

dy  \dyj  \dyj 

81.  Gambie  de  todas  las  variables.  —  La  cuestion  que  nos  pro- 
ponemos  resolver  es  la  sîguiente  :  sean  x.y^z,  ...  variables  que 
dépende n  de  una  sola  de  ellas,  xpor  ejemplo;  i  sea 

\T       ^f  dy    d^v  dz     drz         \ 
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iina  eciiacion  à  la  que  nos  ha  conducido  la  resoliicion  de  un 
problema.  Queremos  hallar  en  que  se  convierte  la  formula^ 
cuando  se  suslituyen  à  oc^y^  z,  .  .  .  otras  variables  a,  p,  y,  .  . . . 
de  las  cuales  son  funciones  las  primeras,  i'  que  se  tome  como 
variable  independiente  una  de  estas  ûltimas,  capor  ejemplo* 
Para  resolver  esta   cuestion,    se  empezarâ  por  reemplazar  los 

coeficîentes  diferenciales  -—?  -j-^  j  .  .  . ,  que  enlran  en  la  espresion 

V,  por  las  formulas  ya  indicadas.  Hecho  esto,  oomo  las  variables 
^>/>  -2,  ...  son  dadas  en  funcîon  de  a,  3,  y»  •  •  •  »  por  medio  de 
ecuaciones  taies  como 

se  deducirà  de  estas  ccuacîones,  por  las  diferenciaciones,  los  valo- 
res  de  dx^  dy^  dz,  .  .  . ,  d^x,  d^y^  d}z^  .  . . ,  teniendo  cuidado  de 
considerar  à  dot,  como  constante  ;  i  entônces  no  habrà  mas  que 
sustituir  los  valores  asi  obtenidos  en  V  para  acabar  de  resolver  el 
problema. 

82.  EjEMPLO.  —  Sean  xé y  las  coordenadas rectangulares  de 
una  cierta  curva^  en  que  x  es  tomada  como  variable  indepen- 
dientCy  i  supongamos  que  se  tenga  la  ecuacion 

(        ^r-\i 

d?y 
dx*' 

se  quiere  saber  en  que  se  consoler  te  esta  funcion  cuando  d  las 
coordenadas  rectangulares  x  é  y  se  sustituyen  las  polares  p 
i  0),  tomando  d  w  como  variable  independiente. 

Por  medio  de  las  formulas  del  n'*  80  {Seg^  Prob,)j  la  espresion 
V  se  convierte  en 


y  = 


3 

(dx*  -h  dy^)i 


dx  d^y  —  dyd^  a- 
Esto  supuesto,  se  tiene 

x  -  -  p  ces  (•),  y  r-:  p  SCn  (0, 
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de  donde,  por  difercnciacion,  se  deduce 

dx  =  t/pcos(o  —  p  senwrfw, 
dy  =  <ipsenco  4-  p  cosco  ^o). 

'  Diferenciando  de  nuevo  i  haciendo  rf(i)=  constante,  resuha 

d*x  =:  d^^  CQso)  —  2û?p  seno)  t/w  —  p  cosco  dt»)-,- 
ç/*  j'  =id*p  sen  CD  —  2  <^/p  cos  w  cf  o)  —  p  seri  w  e/w'. 

De  estas  formulas  se  deduce 

dx^  -+-  df^  z=ydp^i-h  p'  e/tof , 
fi^a?  d^y  —  dy  d^  X  ^=:  —  p  d*  p  dtù  -^  2  dp-  dta  -i-  p-dta^  ; 


se  tiene,  pues, 


^_  (^p;PH-pY<io)1»)^ 


o 


—  p  d^pdiû  -h  2  t/p*  ^(o  -+-  p^d 


or 


BJercicios. 


1.  En  que  se  convierte  la  ecuacion 


d^y       xdy^  dy^ 

dx^         dx^  dx^  ~ 


cuando  la  variable  independiente  es^. 
So  lue  ion  : 


--j—  -I-  X  --  er  -=  o. 
dy^ 

2.  En  que  se  convierte  la  ecuacion 

dy  _^       y       ^  ^ 

cuando  se  toma  à  t  como  variable  independiente,  sabiendo  que  se  tiene 
;  =  I  (  j-  -j-  /  I  -h  a^ï  , 
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Solucion  : 

dy 

3.  En  que  se  cambia  la  ecuacion 

cuando  se  toma  à  t  como  variable  independiente,  sabiendo  que  se  tiene  x  s=  e*. 
Solucion  : 

4.  En  que  se  convierte  la  ecuacion 

cuando  se  toma  à  t  como  variable  independiente;  sabiendo  que  se  tiene 

t  =  \(a-h  x). 

Solucion  : 

d^y 


dt^       ^^  =  ''' 
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LECCION  X. 

DESARROLLO  EN  SERIES  DE  LAS  FUNOONES  DE  UNA  SOLA  VARUBLE. 

83.  Formula  de  Taylor.  —  Supongamosquese  tengaunacîerta 
funcioD  /(a  4-  x)  tal  que  ella  i  sus  derivadas  sucesîvas,  hasta  la 
del  orden  /i  -f-  i,  sean  continuas  entre  los  valores  o  i  A  de  la  varia- 
ble X.  Consideremos  la  espresion 


x^ 


(I)  fi^a-^x)^f{a)^xf{a)^  r^/^^) 

1  •  ^ 


en  la  que  se  supone 


(2) 


A*  h^  I 

1.2-^      ^  l'*  J 


La  funcion  (  i  )  se  anula  para  x ^=  o  \  x  ^=  h^  luego  su  derivada 
debe  anularse  tambien  para  algun  val  or  de  x  comprendido  entre  o 
i  A  (nM3,  Teor.  m,  Cor.). 

Supongamos  que  x^  sea  este  valor.  Entônces 


a?» 


(3)      f{a-^-x)-.f{a)~xr{a)-—r{a)- 

1  «  ^ 


.r"-'      jf» 


/'"'(«)-ttS 


n  —  I  '  \n 


se  reduce  a  cero  para  x  =  ^i  ;  pero,  como  se  anula  tambien  para 
x  =  o^  résulta  que  debe  haber  un  valor  entre  o\  x^^  para  el  cual 
se  reduce  à  cero  la  derivada  de  la  espresion  (3). 

Continuando  este  procedimiento  hasta  la  derivada   del  ondien 
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^  -}-  I ,  llegaremos  â  la  espresion 

que  se  reduce  â  cero  para  un  valor  de  x  comprendido  entre  o  i  /i. 
Representeraos  este  valor  por  6  A,  en  que  0  es  una  cantidad  positiva 
menor  que  la  unidad,  i  tendremos 

i  sustituyendo  este  vahor  en  (2),  résulta 

de  donde 

/{a  4-  h)  =zf{a)  -  A/'(a)  4-  :;^/'(«)  "^  •• 

1  •  ^ 


— Z^")  (a)  -f-  n 


-f-   -/('»)(a)-f- -p^_--/(»*-«)(a-t-Ô/0. 


Podemos  ahora  poner  x  en  lugar  de  a  esta  ecuacion,  puesto  que 
no  se  ha  hecho  ninguna  restriccion  sobre  el  valor  de  a;  i  tendremos 

(4)       f{x  +  h)=f{x)^-hf'{x)+!^f{x)-^-.. 


[«.  "^  |/i  -h  1 

El  lérmino 


n  -f-  I 


/(n+-l)(^.^_Q^)^ 


que  es  preciso  agregar  â  la  suma  de  los  ^  +  1  primeros  términos 
para  ol)tener  el  valor  de  /(a:  -f-  A),  se  llama  el  resto  de  la  série,  i 
simbolizàndolo  por  R,  se  tiene 

(5)  R  =  -  ^^/^^^'^  (a?  -h  6A). 


n  -h  i 


Cuando  este  valor  de  R  es  tal  que  tomando  â  n  suficientemente 
grande,  puede  hacerse  tan  pequeno  corao  se  quiera,  es  decir,  cuando 
converge  hâcia  cero  à  medida  que  71  liendehàcia  infînîto,  se  tendra 
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la  formula  siguiente 

(6)  /(a: -h  h)  =/{a:)+h/'(x)  +  ^fi^)  +  jn^)  +  •••• 

Esta  es  la  formula  de  Taylor.  Ella  nos  da  el  desarroUo  de 
/(^  H-  A)  en  série  convergente,  ordenada  segun  las  potendas  ente- 
ras i  crecientes  de  A,  cuando  las  condiciones  que  hemos  indicado 
estàn  salisfechas,  es  decir^  cuando  la  funcion  i  sus  derivadas  son 
continuas  i  que  el  resto  tiene,  por  limite  cero. 

84.  Otra  demostracion.  —  Puede  darse  otra  demostracion  de  la 
formula  de  Taylor  que  nos  conduce  à  otra  forma  del  resto. 

Seay  (â?)  una  funcion  de  la  variable  x  que  permanezca  continua, 
asi  como  sus  n  primeras  derivadas,  entre  un  cierto  valor  de  x  i 
X  ~\r  h,  Consideremos  la  funcion  siguiente 

(7)  ?(^)=/(^^-^)-/(^)-A/(^) 


Hagamos  x  -^h:=.  z^  de  donde  h=z  z  —  a;,  i,  por  consiguiente, 

1.2       -^    ^     ^  \n       *^       ^    ' 

Como  X  \  z  son  cantidades  indeterminadas  é  independientes 
una  de  otra,  podemos  hacer  variar  k  xi  dejar  à  z  constante;  por 
lo  tanto  podemos  tomar  la  derivada  con  respecto  à  x.  Se  tendra, 
despues  de  las  reducciones, 

(8)  ^'{x)  =  -  (lZJ^/(»^i)  (^). 

Por  otra  parte,  aplicando  à  ^{x)  la  formula  (5)  del  n®  43,  se 

tiene 

<p(a?H-  A)  —  (p(a?)-f-  A<p'(a?-h  ÔA); 

6  bien,  poniendo  en  lugar  de  A,  ^  —  x 

i^  {z)  —  (^  {x) -\-  {z  —  x)^'[x  +  ^{z  —  x)]\ 
pero,  observando  que  ^{z)  =  o,  résulta 


94  1"    PAHTE.    —    LECGION    X. 

Al  mismo  ticmpo,  por  la  formula  (8),  se  tiene,  poniendo  en 
ella  en  lugar  de  x,  ^  -f-  0  (if  —  ^), 

(  ^ :T*\n  (  t  A  \n 


i,  por  consiguicnte, 

I 

(S  bien  reemplazando  z  —  x  por  h 

9(^)- ^— /f«^»M^  +  eA); 

ausliluyendo  este  resiiltado  eniaecuacion  (7),  setiene,  poniUîmo^ 

A*»  A"^*  f  I  —  6^* 

I /•  j /* 

que  es  el  niîsnio  desarrollo  va  obtenido,  con  la  diferencia  de  que  cl 
reste  H  loma  lu  forma 

(10)  H^- li-/(«-»\xH-6/i). 

85.  Otra  forma  del  resto.  —  El  reslo  de  la  formula  de  Taylor  suele 
afeolar  olra  forma,  que  conviene  conocer.  Si  se  sabe  quey*'(x)  es 
Hnita  i  continua  cuando  x  varia  entre  x  i  x  +  A,  i  no  se  tenga  la 
misma  seguridad  para/^""^*'  (u*\  se  puede  llevar  la  série  hasia  la 
derivada  del  ôixlen  n^  i  esoribir 

A»»  A« 

A* 

Agi\?gando  i  reslando  — /''  i^xu  résulta 

A* 

i^ll)      /(X   h  h)     -/^X)    r-A/\^X)    ^— -y"^^x)H 

A*  A* 

H /•'•"  ix)  I J^"^  \^x^^h)  -•/("  (,x)i. 
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Asi  el  resto  R  toma  la  forma 

El  numéro  0  que  entra  en  las  formulas  (5),  (io)i(i2)no  tiene, 
bien  entendido,  el  mismo  valor. 

86.  Série  de  Haclaurin.  —  En  las  ecuacîones  (4),  (9)  !  (n)) 
hagamos  ^  =  o,  se  tendra 

/(A)  =/(o)  -h  A/(o)  +  -^/'(o)  +  ■ 
/(A)  .=y  (o)  -h  A/  (o)  +  ^/'(o)  +  ... 

+  ,„-/'-'  (o)  +        V     "V"*""  (eA). 

/(A)=/(o)  +  A/(o)  +  -^/'(o)+   .. 

+  -Ç/C"  (o)  +  ^  [/(»)  (OA)  -/"•)  (o)]. 

Podemos  ahora  poner  en  lugar  de  h^X]  i  puesto  que  /(o), 
y^(o)j  •  •  •  ?  /^"^  (^)  ï^o  contienen  x  ni  A,  no  habrà  en  ellas  cambio 
alguno,  i  podrà  escribirse 

(«)         /(^)=/(o)  +  x/'(o)  +  f^/'(o)+.  . 

1  •  ^ 


-H  -p-/i»)  (o)     H /««^■»>  (6^7), 


/2 


n  -\-  \ 


x^ 


(P)        /(^)-=/(o)-h^/(o)-h— r(o)  + 

1  «2 


+  ^/(»)  (o)  +  f li IL /-(/.^-i)  (8a:), 


;r« 


(r)       /(^)  =/(o)  4-  V'(û)  4-  — /i(o)  + 


1.2' 

:^/(«)  (o)«  4-  Ç  [/(«)  (ôj:)  -/(«)  (o)]. 
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Si  cuando  n  crece  indefinidamente  una  de  las  espresiones 


^n^i 


n 


(8)  ^ L* IL /•(»+!)  (Oar), 


a;'* 


--[/(«)  (6^) -/(''^(o)], 


liende  hàcia  cero,  a  lo  ménos  para  los  valores  de  x  comprendidos 
entre  ciertos  limites,  la  série 


.2?*     .„  .     ,  X^ 


\2  O 


iadefinidamente  prolongada,  sera  convergente,  i  se  tendra 


X'    x^ 


(A)     /(x)  =./(o)  +  V(o)  +  ;^/"(o)  +  |j/'(o)  +  •••• 

Esta  ûltima  espresion  es  la  formula  de  Maclaurin^  la  cual  nos 
da  el  desarroUo  de  una  funcion  cualquiera  de  x  en  una  série  de 
térmiuos,  segun  las  potencias  enteras  de  x^  siempre  que  las  deri- 
vadas  de  /(:r)  queden  Gnitas  i  continuas,  para  los  valores  de  la 
variable  x  comprendidos  entre  o\x^\  que  una  de  las  espresiones 
(5)  converge  hàcia  cero. 

87.  Observaciones  sobre  las  formulas  de  Taylor  i  de  Haclaurin. 

—  I.  Si  se  prolonga  la  série  de  Taylor  hasta  un  término  cualquiera 

h"' 

-, — /"  i^x)  que  no  sea  nulo,  se  podrâ  siempre  dar  à  A  un  valor 

suficientemente  pequeno,  para  que  este  término  sea  major,  en 
valor  absolu to y  que  el  resto,  es  decir,  para  que  se  tenga 

S/""  (^)  >  ^  [/<"'  (-^  +  OA)  -/f)  {X)] 


6  simplemente 

En  efecto,  esta  condicion  podrâ  siempre  llenarse  tomando  para 
A  un  valor  suficientemente  pequeno,  siempre  que/^'*'(a:)  no  sea 
cero  i  permanezca  continua  para  todos  los  valores  de  x  compren- 
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didos  entrer:  i  x -{- h,  pues  entônces  la  difereûcia/^'**(aî4- 6  A) 
— /^"  '  (^)  tiende  hàcia  cero  al  mismo  tiempo  que  h. 

II.  La  funcion  /{x)  no  puede  ser  desarroUada  segun  las  poten- 
cias  de  x  por  la  formula  de  Maclaurin,  cuando  esta  funcion  6  una 
de  SUS  derivadas  se  hace  infînita  6  discontinua  paraa;  =  o.  Pero 
se  puede  entônces  desarroUarla  segun  las  potencias  de  x  —  Xq^ 
cambiando  en  la  formula  (4)  ^  en  ^^  i  A  en  â:  —  Xq^  lo  que  da 


(B) 


{x-a:o )'^'y(n^i)  [^^  -+.  e  (o?  ~  X,)]. 


/IH-  i 


III.  Todo  desarrollo  de  la  funcion  /(x)  en  série  convergente 
segun  las  potencias  enteras  i  crecientes  de  x  es  necesariamente 
idéntico  al  que  da  la  formula  de  Maclaurin.  En  efecto,  supongamos 
que  por  la  formula  de  Maclaurin  se  tenga 

/{x)  =z  Ao  -H  Al  a?  4-  A,a?"  -+-..., 

i  que,  por  otro  procedimiento,  se  haja  encontrado 

/(x)  =:aQ-\-  a^X  4-  dtX*  4-   . . . , 

se  deduce 

Ao  4-  Al  a?  4-  Aj  a?*  4-  ...  =  ao  4-  «i  a?  4-  a,a7'  -f-  .... 
Teniendo  lugar  esta  igualdad  para  a;  =  o,  résulta 

Ao  '=■  ûfo, 


.      • 


ly  por  consiguiente, 

AjO?  4-  A,a?'  4-  . . .  =  axX  4-  a^x^  . . .  , 
6  bien 

Al  4-  AjJ?  4-    ...  =  «1  4-  «1^?  .... 

La  hipôtesis  de  x  —-  o  da  de  nuevo 

Al —  ai, 
i  asi  sucesivamente. 
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LECCION  XL 

APUGAaONES  DE  LA  SERIE  DE  MACLAURIN  AL  DESARROLLO 

DE  ALGUNAS  FUNQONES. 


88.  Desarrollo  de  las  funciones  esponenciales.  —  I.  Sea 

Las  funciones  derivadas  son  todas  iguales  à  e',  i  se  tiene 

/(o)  =  i,      /(o)=i,      f{o)  =  i,       ...,      /f«^')(6a?)=e^-, 


,û.r 


de  donde 


X       a?*        a:'  a?*        a?**"^*  e^ 


e^=H \ h  ."â- -h. ..4-1 h     , 

I        1.2       |3_  \n  (/i  -h  f 

Elresto  — tiende  hàcia  cero  à  rnedida  que  n  aumenta, 


n  -f-  I 


cualquiera  que  sea  a?,  porque  se  puede  escribir 

«jw/H-l  *ir    ^^    ^  1» 


«4-1        I   a  3 


X  (     X  XX  ^     \ 

i        \I4-I  IH-2  14-3  n-hi) 


Dando  à  i  un  valor  suficientemente  grande,  se  podrà  hacer  que 
T-^ —  sea  menor  que  Ar,  siendo  Ar<;  i>  h  como  los  factores  van 

éjf^  ^J^  ^V^  ^j^ 

decreciendo,  el  producto  -: ■: ■; — ^  ••• sera  menor  que 

'        ^  14-IÏ4-2I4-3        n4-i  ^ 

A-"+*~',  cantidad  que  puede  ser  menor  que  cualquier  valor,  por 
pequeno  que  sea,  cuando  n  crece  indefinidamente;  i,  puesto  que 

e^  es  finito,  la  espresion tiende  hâcia  cero,  de  donde  se 
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deduce  que  la  série 


X       a?*       j?' 


I  1.2  [3^ 

prolongada  indefinidamente,  tiene  por  suma  ef^, 

II.  Fàcil  séria  ver  de  la  misma  manera  que  el  dcsarroUo  de  a^ 
es  el  siguiente 

a-^  =  IH 1 ^^ — -  H 1-  . . . , 

1  1.2  \6 

89.  DesarroUo  de  sen^.   —  Sea 

f{x)  r=  seno*; 

se  tendra,  representando  por  /i  uq  numéro  par  cualquiera, 

/'(a?)  izicosd?,        f"{x)~ — sena:,        /'"(j?)  ~  —  cosa?, 

/*v  (a?)  —  4-  sena:,         . . . ,        fi^-i)  (^.)  —  ±.  cosa?, 

/f'»)  (a?)~qpsena:,      Z^'*"*"*^  (ar)  =  zpcosâ?  ; 

de  donde 

/(0)=:0,  /(0)^I,  /'(0)  =  0,  /-(0)=:-I, 

yiv(o)  =  o,         . . . ,        /^-«Uo)  -  ±  I,        /f«)(o)  .rzo, 

y('»-Hi)(ear)=i=HCOs(Ôa:); 

luego,  se  tendra 


sena?  n:  a?  —  j--  -h . . .  ib  -, qi ces  (6a?). 


/i  -H  I 


Como  cos(Oâ?)  es  menor  que  la  unidad,  i  que  se  puede  dar  à  n 
un  valor  bastante  grande  para  que  -j sea  tan  pequeno  como 

se  qiiiera,  résulta  que  la  série 


x^        a?* 

as 75- -H 


es  convergente  cualquiera  que  sea  x^  i  tiene  por  suma  sen^r. 
90.  DesarroIIo  de  cosâ?.  —  Procediendo  del  mismo  modo  que 
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en  ei  caso  anterior,  se  tendra 

x^        ac^        «• 
cosa:  =  I h  77 ITT  -+-  •  •  •  • 

1.2         (4  (6 

91.  DesarroUo  del  binomio  para  un  esponente  cualquiera.  — 
Propongâmonos  desarrollar  (a +  6)"*,  siendo  m  un  valor  cual- 
quiera. Hagamos  -  =  ^;  de  donde 

(a  -t-  h)""  =  (a  -H  axy  —  a'«  (  i  h-  a?)'». 

La  cuestion  se  reduce,  pues,  à  desarrollar  (  i  +  xY^. 
Sea 

/(ie?)=:(n-a?)'«. 

Se  tendra 

f{x)-^m{\  -\-xy^-\        f{x)=:m{m^i){i-\-x)^-^; 
fOi)  (x)  ~  m  (/n  —  i)  ...  (m—  «H-  i)  (  I  -f-  a?)'"-", 
/(«^-i)(a7)  :^m(m~  i)  ...   (/n-  /i)(i  -h^)"*-»^' 

i,  por  consigulente, 

/  ^.„  m(m—  \)     , 

1.2 


m  (m  —  i)  ...  (m  —  n  -\-  i) 


15 

m  (  m  —  I  )  . . .  ( /n  —  n  "i 


//  -f-  I 


Si  a:  >  I  en  valor  absoluto,  la  série  es  divergenle;  porque  se 
tiene  para  la  espresion  de  dos  términos  consecutivos 

m(m  — i)  ...  (/n  — p-hi) 
«^,^    -' '—^ ^---^  xi\ 


de  donde 


m(/n—  i)...(/n  — p-hîî) 
Up  —  — i^ ^ î^ '- -XP"^. 

\p  —  y 

-^ —  =: l\  X, 

^P         \     P  ) 


Comoestarelaciouy  à  medida  que^aumenta,tiende  hàcia  —  x^  i 


i 
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que  a?,  por  hipôtesis,  es  >>  i,  se  sîgue  que  la  série  es  divergente. 

Cuando  al  contrario  se  tiene  â?  <  i  en  val  or  absoluto,  la  série  es 
convergente,  i  tiene  por  suma  (i    1-  x)^, 

Supongamos  primeramente  x  positivo,  se  tendra 

-.       m{m—  i)  . .  .  {m  —  n)  j?""»-*  .         «    x«  «  , 
R  =  — î^ ■ ^ (  I  4-  Oar)'"-»-* 

/A  -h  1 


m(m- -  i)  .  . .  (m  — n)x^^^  f       \      \»-»-»-"» 


Tl-h  I 


-—y 


El  primer  factor  puede  ponerse  bajo  la  forma 
m  {m  —  i)  ...  (m  —  1-+-1)     / /''*  —  '      m  —  i—i      m  —  i  —  i  m  —  n 

...t  \«4-I  «-ha  14-3  /I-HI 

Los  factores  dentro  del  paréntesis  convergen  hàcia  —  x  cuando  i 
es  muy  grande;  i,  si  k  représenta  un  numéro  positivo  menor  que  i , 
pero  mayor  que  x^  puede  suponerse  i  bastante  grande,  para  que 
estos  factores  sean  menores  que  ky  abstraccion  hecha  del  signo; 

I  ,         j  m  (m  —  i)  . . .  (m  — /i)a?"*^'        . 

iuego  el  producto  — ^^ — sera  tan  pequeûo 


/i  -h  I 


como  se  quiera. 

En  cuanlo  al  factor  f      '       j  como  su  esponente  acaba  por 

ser  positivo,  tiende  hâcia  cero,  à  mënos  que  8  se  aproxime  tam- 
bien  indefinidamente  à  cero;  pero  de  todos  modos  este  factor 
queda  menor  que  la  unidad.  Por  consîguiente,  el  resto  R  tiende 
hàcia  cero  cuando  n  crece.  Luego  la  série  prolongada  indefinida- 
mente tiene  por  suma  (  i  +  x)"'^  para  todo  valor  de  x  positivo  <  i . 

6i  el  valor  de  x  es  negativo,  la  espresion  ( — V~'  )"      '"  ^^  ^®" 

crece,  i,  para  saber  si  la  série  es  convergente,  conviene  acudir  & 
la  segunda  forma  del  resto  (n®  84)  ;  que  en  el  caso  de  que  se  trata  es 

Rin(/n— j)  . . .  (/n  — /i)  J?»-*-»  ^^    , 

= -^ L (,  —  e)''(î  -t-ea:)'»--«-»; 

poniendo  el  signo  de  x  en  evidencia,  es  decir,  haciendo  0?=  —  ^, 
résulta 

Rm(/n  — -  i)  . . .  (/n  — n)        ,,         ^,    , 
=  ±  — ^^ ^-^— -i /  iî«-^-«  (  I  -  6)'»  (  I  —  6 *)"•"»-« , 


t/IK— 1 


lOa  I"    PARTE.     —    LBGGION    XI. 

6  bien,  prcscindiendo  del  sîgno, 

El  primer  factor  sabemos  que  tiende  hâcia  cero  cuando  n  au- 

„                             I  —  0                                     ,            /  I  —  0  \'* 
menta.  ror  otra  parte  r-  es  menor  que  i  ;  luego  ( 7- 

^  I  —  Ô-3  "        \I  —  qzJ 

puede  ser  tan  pequeno  como  se  quiera,  6,  si  0  tiende  hàcia  cero, 
quedarâ  siempre  menor  que  la  unidad;  en  cuanto  al  factor 
(  I  —  6^)"*  *  es  un  valor  finito. 

Por  consiguiente,  B  tiene  por  limite  cero. 

Resumiendo,  diremos  que,  si  x  esta  comprendido  entre  +  1 
i  —  I ,  se  tendra,  cualquiera  que  sea  m, 

m(m  —  1)    -      m  (m  —  i)(m  —  2)     , 
^  '  1.2  [3_ 

92.  DesarroUo  de  1  (  i  +  a;).  -—  Sea 

f(x)  =\{i  H- a?). 
Se  tendra 

/'(x)  ^(i-^  x)-\      f'{x)  =  -,.(14-  xyy 

/"(^)=I. 2(14-0?)-', 

/(«)  (a?)  =  4;  1.2.3  ...  (n  —  i)  (I  4-  a?)-», 
/Ci-Hi)  (a?)  =  =pi.2.3.../i(i4-^)-»-»; 
luego 

1(1  4- a?)  — d? 1-  -^- 7-4-...  ±  —ni (i  4-  Qa?)-"-*. 

2         34  n^/i4-i 

La  relacion  de  un  término  al  précédente  es,  en  valor  absoluto, 
P 


-  Xy  espresion  que  converge  hàcia  x ,  cuando  p  crece  indefi- 

nidamente;  luego  la  série  es  divergente  cuando  el  valor  absoluto 
de  X  es  mayor  que  i . 

Supongamos  ahora  que  x^  en  valor  absoluto,  sea  menor  que  i . 
En  este  caso,  la  série  es  siempre  convergente. 

I®  Sea  X  positive  ;  se  tiene 


R=  (14-  ôorj-»-* 


n  4- 1  '  n-\-\  Vn-ôa?y       * 
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•pero -—  <  1,  laecro  R  iiende  hâcia  cero  cuando  n  crece  îndefî- 

nidamentc. 

2®  Sea  X  négative;   hagaraos   ;r=  —  z]   se  tiene,  abstraccion 
hecha  del  signo, 


Bajo  esta  forma  no  se  ve  que  el  resto  tien  de  hàcia  cero  ;  tome- 
mos  la  otra  forma  de  R,  es  decir 

R  —   Y Zl.f(n-^i)  (ôa:)  —  ««-*-'  (  I  -  6)'^- 


Hagamos, como  antes,  x^=  —  z; résulta, prescindiendo  del  signo, 


R 


4f«-t-i(,  _Qy/        /z  —  BzY  z 


(  1—0-5)'»-^*  \1—^ZJ  1  —  05 


**  — —  62                         /  Z  ^—  6  5  ^\  ** 
Àhora  bien,  se  tiene <  i,  luego  ( r-  |    puede  ser  mas 

pequena  que  toda  cantidad  dada,  i  por  lo  tanto  R  tiende  hàcia  cero. 
Âsi,  cuando  x  esta  comprendido  entre  +  i  i  —  i ,  se  tiene 

/   V  1  /  s  a?*       j?*      a?* 

(i)  1(14- a?)  =a? h-5 -7-4- 

a         3        4 

93.  Formulas  para  el  câlculo  de  les  logaritmos.  ^  De  la 
série  (  i  )  se  deducen  formulas  muy  cômodas  para  calcular  los  loga- 
ritmos neperianos  de  los  numéros . 

Poniendo  j?  ==  — ,  se  tiene 

y 

l(i-^a7)  =  l(^i4-^)^-l(/-hA)-l/; 
luego 

„,..>_„=|_i(|)V.(^)-_.(^)V.. 

Si  se  kace  A  -=  i ,  résulta 

l(7-+-0  — ly  = ; -*- ïï-:ï— 7— T-+"  •••> 

v^        /      ^      ^      27*      ^r*      4/* 
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formula  que  da  el  valor  de  1(/ -4- 1)  por  medio  de  1^  i  de  unar 
série  que  es  muy  convergente  cuando^  es  un  numéro  muy  grande. 
Se  puede  todavia  oblener  una  série  mas  cômoda  de  calcular.  Se 
tîene,  cambiando  x  en  —  ^  en  la  formula  (  i  ), 


, .  .  a?*      j?*       ^ 


de  donde 


6  bien 


l(i-ha?)  — 1(1 —a?)  — a  (  a?-f- y-h  -r--!-    ...  j, 


haciendo —  i  H — >  résulta  x  = r  ;  i,  como 


{^  +  j)  =  Hy  +  h)-ly, 


se  tendra 


Esta  série  da  el  medio  de  calcular  lio.  Se  tiene  desde  luego, 
haciendo^  ==  i ,     A  ==  i , 

por  otra  parte 

14:=  a  X  la,         15  =  14-+- a  (  L^-^-L-h-^^  h  ...  ), 

ho  =:la  +  15  =  a,3oa58i8, 
por  consiguiente,  el  modulo  del  sistema  décimal  es  igual  à 

p^  =o,434a9448a 
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Sijercicios. 


T  a?5       1.3  J7»       1.3.5  a?' 
a  3       a.4    5       a.4.6  7 

a         i 


71.1?       Tî  r  fi  -*-  I  )  a?* 

-\ ' h 

a.a         a 


5.  (arc  senr)' =  a  (^- +  5  j  +  3-5 -g  +  3-5-^ -g- +  . . .  j  . 

a?*       ar* 

6.  1  (  I  -4-  senar)  —  x h  -^ —  .... 

^  '  a        6 

^    ,  ,  7ia;2       /i(3/i  — a)a?*       rif  i5(/?  —  i)«  H- i  lar* 


8.  v^  I  4-  4  a,  4-  la  ar*  --  i  -+-  2  a?  +  4  **  -^-  •  •  •  • 


ry««< 
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LECCION  XII. 

DESARROLLO  EN  SERIES  DE  LAS  FUNCIONËS 
DE  DOS  0  MAS  VARIABLES. 

94.  Estension  del  teorema  de  Taylor.  —  Consideremos  la  fun- 
cion  de  dos  variables 

Para  desurollar/(a?  -|-  h^y  +  Ar),  segun  las  potencias  de  A  i  de 
A",  cair.biaremos  primeramente  x  en  x  -\-  ht  éy  eny  -\-  kt,  i,  en  el 
resuhado  /(^x -\- hc^ y -j- kt)^  desarrollado  segun  las  potencias 
ascendentes  de  t  por  la  formula  de  Maclaurin,  haremos  t=^  i. 

Sea,  pues, 

/{X'}-ht,y^kt)  —  i{t)  =  V; 

hagamos,  para  mayor  sencillez,  x  -{-  ht=  a^  y  -h  kt^:^^]  se  tienc 
Por  la  formula  de  Maclaurin,  podemos  escribir 

?(0==?(o)^^q>'(o)^-  j^9^0)4-   ...   4-J^<p(-)(0)4-R 


R^.|[^(«)(e^)_^(n)(o)]. 

Se  trata  ahora  de  hallar  los  valores  ^'(o),  ç"(o),  .... 
Para  esto  observaremos  que,  siendo  ç(^)  =  U,  se  tiene,  por  cl 
principio  de  las  funciones  compuestas, 

ô  bien 


r^u  ^      dV  ,1  ^ 
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luego 

Aplicando  el  mismo  procedimiento  seguido  para  hallar  las  dilc- 
renciales  de  di versos  ôrdenes  de  las  funciones  de  dos  6  mas 
variables  independientes,  se  demostrarà  fàcilmente  que  se  tiene 

Ahora  bien,  como 

si  se  hace  f  =  o,  résulta  a  =  a:,  p  =jk>  U  =-=?/,  i,  porconsiernicntc, 

, ,    ,       du  ,       du  , 

„.    .        fdu.       du  ,\^*^ 

• ) 

Por  otra  parie,  haciendo  ^  =  i ,  se  tiene 


luego 

^/         t  fv  /^^^  I       d^  i\         '    (  du  ^      du, 

I   /^a  ,       du  ,\<'')      _ 


-f- . ..  -h 

siendo 

•'=i[(s-^*)'"'-(Ê»*i')'i. 

espresion  en  la  cual  es  preciso  reemplazar  a  por  â;  +  OA  i  ^  por 
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Como  h  \  k  son  los  incremeiitos  arbitrararios  de  las  variables 
independientes  x  éy^  podemos  reemplazarlos  por  dœ  i  dy^  lo  que 
cambia  ç'(o)  en  du^  ?"(o)  en  rf^i/,  .  .  .  ;  i  podrà  escribîrse 

-,          -            , ,                .        d^u       d^u                   d^u      -, 
/{a;  -h  h,y  -\-  k)  =  u-{-du-i 1 r^-  +  . . .  H j h  R. 

Cuando  se  conoce  que  el  resto  R  tiende  hàcia  cero  à  medida 
que  n  aumenta  indefinidamente,  se  tendra 

...  ,,  ,        d^u      d^u 

f(x  hhyy-hk)  —  u^du-h  7^  +  "73- •+■•••  » 

prolongando  la  série  indefinidamente. 

Esta  es  la  formula  de  Taylor  estendida  à  las  funciones  de  dos 
variables  independientes. 

De  la  misma  manera  se  Uega  à  la  formula  gênerai 

d^u  d** 

(2)  /(a? -h  A,  y'\'k,zhl,...)~u-^du-\ \-  ...  -h  ,— -i-  R, 

1.2  [n 

en  la  que 

I  rrdv ,     rfu ,     du .        \<«) 


-j        I   [fdU  .       dV  ,       dU  .  \ 


...)..] 


(du  ,       c/a  ,       du  . 
dx         dy         dz 

En  esta  espresion  simbôlica,  se  tiene 

siendo  6  una  fraccion  propia  positiva. 

95.  Estension  del  teorema  de  Haclaurin.  —  .Supongamos  que 
en  el  desarroUo  de /(a;  -j-  h^y  +  k^  se  haga  a:  =  o,^  =  o.  Repré- 
sentera os  por  «'oj  (  j~  )  '  (  5~  )  '  •  •  •   '^s  valores  que  toman  a, 

["TTr  v^J'  *••'   cuando  se  hace    en  ellos  x  =  o^y  =  o ;  se 
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tendra 


1 .2  [  \dxJo       \^y. 

Poniendo,  en  esta  formula,  en  lugar  de  hi  k,  x  é  y^  résulta 


,3,  A^.x)  =  ^*{è\'^mr 


+  î!5[(s).»-(|)/]"'-^--^'>' 


i  se  tendra 


espresion  en  la  cual  se  debe  hacer  x  ^^  o^y  =  o^i  reemplazar  h 
por  x^  k  por^,  a  por  6^,  0  por  ^y. 

CuandoR  tiende  hàcia  cero  à  medida  que  Aiaunienta,  el  segundo 
miembro  de  la  formula  (3)  da  lugar  à  una  série  convergente  cuya 
sama  es  /{x^y)^  Esta  es  la  série  de  Maclaurih  estendida  â  las 
funciones  de  dos  variables.  Se  estenderia  de  la  misma  manera  à  las 
funciones  de  un  numéro  cualquiera  de  variables. 

96.  Observacion  sobre  la  formula  de  Taylor.  —  Fâcil  es  démos- 
trar,  como  para  las  funciones  de  una  sola  variable,  que  un  término 
cualquiera  de  la  formula  de  Taylor,  si  no  es  nulo,  es  major,  en 
valor  absoluto,  que  el  resto  de  la  série  à  partir  de  dicho  término, 
siempre  que  se  tomen  para  hik  valores  bastante  pequenos. 

En  efecto,  el  término  que  ocupa  el  lugar  /i  + 1  esta  dado  por 
la  formula 

i  por  otra  parte  se  tiene 
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luego 


6  h)  \dx'^  dv  h) 


/dV      dVky)      (du  .    dTtt^Xf») 
R         \  dû  ~^'  de 


n+\ 


/du       rfa^Y«> 
\da:      dy  h) 


. ,         ,  .  ,  .  d\S   dJJ  du 

Ahora  bien,  para  A  ^=  o,  Ar:==  o,  -r-j  -rr-  se  convierten  en  -j-y 
'  ^  ^  dcL    dp  dx 

-T-;  lu6go,  tomando  k  h\kk  tan  pequenos  como  se  quiera,  el 
ay 

numerador  puede  ser  mas  pequeno  que  cualquiera  cantidad  dada, 

lo  que  demuestra  el  principio  enunciado. 

97.  Teorema  relativo  à  las  funciones  homogéneas.  —  Se  dice 
queuna  funcion  de  un  numéro  cualquiera  de  variables  es  homogénea 
i  del  grado  m,  cuando,  multiplicando  cada  variable  por  un  mismo 
factor  t^  la  funcion  queda  muitiplicada  por  Z'". 

Esto  entendido,  sea 

una  funcion  homogénea  de  grado  m  de  las  variables  x^y^z^  .... 
Si  se  multiplican  todas  estas  variables  por  el  factor  i  -f-  a,  la  fun- 
cion quedarà  muitiplicada  por  (i  +  a)''',  i  se  tendra 

(a)      f{x-^(ix,y  +  ^y,z-^fi,z,  . . .  )  =^  (ï  +  a)'V(^»r»^»  •••)• 
Âplicando  al  primer  miembro  la  formula  de  Taylor,  résulta 

.,  .  fdu         du         du         \ 

f{x-T-i.x,y^^y,z-\-^z,.,,)^u-\-<t\^  —  x^^—y-^^^z...j 


^    a'   /du  du  du  V*' 

1,2  \dx    ^  dy^       dz         "/ 


En  cuanto  al  segundo  miembro,  por  la  formula  del  binomio,  se 
tiene 

v-^/                      V       r         'W          m  (m  —  i).  1 

(i-|-a)"'/(a7,/,X!,  ...)=  I  i-^— an "^-^ ^a«-4-  ...I  u. 
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Como  ia  ecuacion  (a)  es  idéntica,  résulta 

du  du  du 

,  ;  {du  du  du  \W 

^^>  \dx''^-^y-^  di'-^  ■■■)      ='«('"-  0«, 

,n.      (du  du  du  \<»'  ,  .,  . 


La  relacion  (  i  ),  la  mas  Importante,  espresa  que  la  suma  de  las 
derwadas  parciales  de  unafuncion  homogénea^  multiplicadas 
respectivamente  por  la  variable  correspondiente  es  igual  à  la 
funcion  multiplicada  por  su  grado. 

98.  EjEHPLO.  —  Sea 

u  =  Ao?"  -\-  By-  -h  C^'  H-  2  l^yz  -h  a  Exz  -r  a  Vxy. 
Se  tiene 

—  :=z  a  kx  4-  a  Ez  4-  a  Fj, 

-i- =  a  By  r  a  D-8  4- a  Fj7, 


du  y-i  TV  T^ 

j-  r3  2  G-«  -H  a  Dj  4-  a  Ea:, 


de  donde 


du         du         du  4     «       o    •      i-i  ,         1^ 

^        --!_  j         j-  -_  -~  2  (.\J7  -i-  B/-   r-O^'-f-  a  Dr- 

M«Z?  ^O'  ^'*' 


a  ^xz  -r  a  Fj7j)  zz  2  a. 


i»>«— 
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LECCION  XIII. 

VALORES  DE  LAS  FUNCIONES  QUE  SE  PRESENTAN 

BAJO  FORMA  INDETERMINADA. 


99.  Definicion.  —  Cuando  una  funcîon 

se  présenta  bajo  forma  indeterminada  para  un  cierto  valor  a  de  x, 
se  Uama  verdadero  valor  de  esta  funcîon  para  x  =  a  el  limite 
hâcia  el  cual  tiende  9  {a  -{-  h)  cuando  h  tiende  hàcia  cero.  Este 
verdadero  valor  puede  ser  finito,  infinito  6  indeterminado. 

Examinaremos  sucesivamente  los  varios  simbolos  de  indetermi- 
nacion. 


100.  Case  en  que  la  tancion  se  présenta  bajo  la  forma  -    —  Sea 
una  funcion 


7 


F(^) 


que  suponemos  se  reduce  â  -  para^  =  a,  El  verdadero  valor  de  y  y 
segun  la  definicion  dada,  es  el  limite  hàcia  el  cual  tiende 

cuando  h  se  acerca  à  cero. 

Hemos  visto  (n®  43)  que,  si  /'{x)  i  F'(x)  son  determinadas, 
se  tiene 

¥  (a  4-  h)  —  F(a)  "  F'  (a  -+-  ÔA)  ' 
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6  bien,  puesto  que /(a)  i  F(<7)  son  nulas, 

F(a-f-/r)'~"F'(a-^6/?,)' 
luego,  si  F' (a)  no  es  cero,  se  podra  escribir 


y    /{ri-\-h)  _  fia) 


•  .  f('T) 

Asi  el  verdadero  valor  de  la  funcion  ^/\  »  cuyos  dos  términos 

r  (ju)         '' 

se  anulan  para  x  =  a^  es  igual  à  la  relation  de  los  valores  de  las 
derivadas  de  estos  términos  para  x  =  a. 

En  el  caso  en  que  F'(a)fuese  cero  sin  que  lo  iuera/\a)^  es  de 
observarse  que  se  tendria 

-,     F(.r)        Via) 
lim-? :  =■  -tt; — r  =^  o, 


i,  por  consiguiente, 

=  00. 


Hm^'^")- 


F(^) 
es  decir,  que  el  verdadero  valor  de  la  funcion  es  dado  tambien,  en 

este  caso,  por  la  relacion  ^7- — -  • 

'  r'(a) 

S\f{x)  1  F'(x)  se  anulan  al  mismo  liempo  para  x=^  a^  lafrac- 

cion  •  ,  ■    ,  se  reduce  u  su  vez  a  la  forma-,  i  su  limite  viene  repre- 
F'(a)  o  ^ 

ria) 
sentado  por  ^^       -  Igualmenle,  si  los  dos  términos  de  esta  ûltima 

fia) 
fraccion  son  nulos,  su  limite  es  dado  por —75 — r>  i  asi  sucesiva- 

'^      p    (a) 

mente;  de  modo  que  si  n  es  el  mas  pequeilo  indice  para  el  cual 
las  derivadas /^''^(  a)  i  F^"^  («)  no  se  anulan  à  la  vez,  se  tendra 

y^^f(r)_r'^Ua) 
Y{x)'-  F<«)(a)* 

101.  Ejbmplos.   —I.  Sea  la  fraccion 

.r'"  —  a'" 

8 
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que  se  rediice  à  -para  ^  =  ^ .  La  relacion  de  la  derivada  de  los dos 
términos  es 


mj^"*""*       m 


m—n 


i,  haciendo  x^^a^  se  hall  a  —  a'"  ",  que  représenta  el  verdadero 
valor  de  la  fraccion  propues  ta  para  x  =  â, 

II.   Sea  la  f une  ion 

Kl  H-.r) 

cujos  dos  términos  se  anulan  parax=  o.  Se  liene,  para  relacion 
de  las  derivadas  de  estos  términos, 


1  H-.r 


Asi  el  verdadero  valor  de  la  funcion  propuesta  correspondientc 
H  ^  r=  o  es  00,  I,  6  o,  segun  que  el  esponente  n  sea  >>  i,  =  i, 
ô  •<  I . 

III.   Sea  la  espresion 


a;  —  sen  x' 


que  se  reduce  a  -  para  x  =  o. 
Se  encuentra  sucesivamente 

f(x)  _e^  -+-  e-^  —  î>'  _  o 


para  j?  =  o  ; 


F'(./\)  1  —  cos^-  o 

f"{x^       e^  —  e-'^       o 

'-7TZ =^ =  -  para  ^r  =  o  ; 

b"{.r)  sen  or  o  ^ 

r(x)       e^-^-c-^ 
W[T)'^^rr  =  ^  para^^o. 

El  limite  buscado  es  pues  igual  à  2. 
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102.  Caso  en  que  la  fnncion  se  présenta  bajo  la  forma  ^.   — 


Supongamos  que  la  funcîon 


(X) 


00 


se  rediice  â  ^  para  x  =^  a.  Se  liene  idénticamente 


./(^)        F(x) 


F  (.r) 


/(^) 


î    puesto  que  las  funciones  p >  j- — -se  anulan  para  x  =  r/,  so 

lendrd 

,,    fix)       ,,        V(xY         ,,     \¥{x)j 

hmrr^ —  z=  lim \, ,'      =  lim-^ — n^ — V— 

F(x)  /(^)  f{x) 

f{xY  V'{x) 

Si  ~-^  tlende  hâcia   un  limite  fînito   A  diferente  de  cero,   la 
¥x  ' 

lôrmula  précédente  se  convîerte  en 

A* 


Ar:= 


i  por  lo  tanto,  se  tiene 

V {X )  V  {X) 

Este  resultado  prueba  que  el  limite  de  la  espresion  propuesta  se 

encuentra  del  mismo  modo  que  en  el  caso  anterior. 

La  demostracion  précédente  supone  que  A,  es  decir,  el  limite  de 

fix) 
^4 — ^es  distinto  de  cero  6  de  inlinito.  Sin  embargro,  la  mismacou- 

clusion  subsiste  en  ambos  casos. 

En  efecto,  supongamos  primeramente  A  =  o.  Consideremos  la 
funcion 

f(x)       p_  /(.r)-hCF(^-) 

en  la  que  C  représenta  una  constante  cualquiera.  Esta  funcion 
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toma  la  forma  ^  para  ^=  a,  î  tiene  por  limite  C,  puesto  que,  por 
hipôtesis,  el  limite  de  ^ — ^  es  cero  ;  luego  se  le  podrà  aplicar  la 
régla  précédente,  en  virtiid  de  la  cual  tendremos 

,.,^/(.r)-f-CF(.r)_,.,^/(^)-+-CF(a:) 
''™ F^) -*"''  F(x)    .       ' 

ô  bien,  sustrayendo  C  de  ambos  miembros, 

Si  A  =  00,  es  decir,  si  la  relacion  t^—^  créée  mas  alla  de  todo 

'  '  1' (^) 

limite  cuando  x  tiende  hàcia  a,  la  relacion  inversa  -~ — r  tenderâ 

hâcia  cero,  i  por  consiguiente  -^p — -  tenderà  tambien  hâcia  cero, 
luego 

103.  Ejemplo.  —  Sea  la  espresion 

I 

.X 

cot.r 

que  se  reduce  a  ^  para  ^  =  o.  Âplicando  la  régla,  se  tiene  que  la 
relacion  de  las  derivadas  de  los  dos  términos  es 


a:^      sen*.r 

I  X*     ^ 


sen*a7  /:  ' 


"  .- 


■N 


cuyo  limite  es  la  unidad. 


-  A" 


104.  Case  en  que  la  funcion  se  présenta  bajo  la  forma  o  x  x. 

—  Sea  la  funcion 


VAL0RE8    DE    LAS    FUNCI0NE8    BAJO    FORMA    INDETERlf  INADA.       I  17 

i  supongamos  que,  para  x  =  a^  se  tenga 

f{a)  —  o,        F(a)=oo. 
l^odemos  escribir 

J(x)  .  F(.r)     • 

F(^  y>) 

espresîones  a  las  cuales  es  aplicable  la  régla  gênerai,  ptieslo  que, 


o  . 


para  :r  =  a,  la  primera  loma  la  forma  -  i  la  segunda  ^. 

105.  Ejemplo.  —  Biisquemos  el  limite,  para  a?  =  o,  de  la  funcion 

en  la  que  m  I  n  se  suponen  positivos.  Se  tiene 

Esta  formula  liace  depender  el  limite  de  la  espresion  dada  del 
limite  de  otra  espresion  anàloga  en  la  que  el  esponente  n  queda 
disminuido  de  una  unidad.  Continuando  dei  mismo  modo  se  aca- 
harâ  por  reducir  el  esponente  de  \x  â  un  valor  nulo  6  negativo,  i 
entônees  sera  évidente  que  el  limite  buscado  es  nulo. 

106.  Case  en   que  la  funcion  se  présenta  bajo  la  forma  o"*, 

00®  6  1*.  —  Sea  la  funcion 

i  supongamos  que  F(r/)  =  o,  /(a)  =  o.  Para  encontrar  el  limite 
de  esta  espresion  buscaremos  el  limite  de  su  logaritmo 

f{x)x\¥{x), 

que,  para  x^=a^  se  présenta  bajo  la  forma  o  x  oo. 

Del  mismo  modo  el  limite  de  una  funcion  que  toma  la  forma 
00^  6  I*  se  deduce  del  limite  de  su  logaritmo,  que  afecla  tambien 
la  forma  o  X  ac. 


ii8 
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107.  Ejemplos.  —  I.  Para  ^r=  o  la  funcion 


x" 


se  reduce  a  o**.  Su  logaritmo  es 

jclx 
cuyo  limite  es  cero;  luego, 

]I.  Para  a;  =  oo  la  iunciou 


t         r 


1 
X^ 


7 
1) 


se  reduce  a  oc**.  Su  logaritmo  tienc  por  espresion 

\x 

X 

ou\o  limite  es  igual  al  limite  de—  que  es  cero,  luego  el  limite  de 
la  funcion  propuesta  es  la  unidad. 

IIK  La  funcion 

i 

(i-i-  xY 

liene  por  logaritmo 

•  « 

\(\-^x)       ■■•     - 
/' 


f  _ 


cuyo  limite,  para^  =  o,  es  lim =  i ,  de  donde 

I     ~T~    X 

X  =  0  ^  ' 

Para  a:  =  x  ,  lim ^  =:  o  ;  luego 

I  ~r~  X 


108.  Extension  de  las  reglas  précédentes.  —  La  demostracion 

de  las  reglas  précédentes  supbne  que  a  tiene  un  valor  iinito;  pero 
es  fàcil  probar  que  estas  reglas  subsisten  igualmente  para  un  valor 
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iaOnilo  de  a.  En  cfecto,  sea 

una  funcion  que,  para  jr  =  3C,  lonia  la  forma  -•  Pongamos.«=  -; 
tendremos 


'G) 


F 


Como  para  a;=  x  resiilla  z=:  o,  podemos  aplicar  la  régla  à  esta 
iillima  funcion,  i  escribir 

/(O  ,.  /'(O  (?)  ,.  /■(-;)  ,.  ru. 

liiny  =  hm — ^— r  =^  "m ;-^ — ; — r  =  »»»» r-f-  ^u^rrr^ — r  • 


5» 


(0 


109.  Casos  en  que  no  es  aplicable  la  régla  de  las  deriyadas.  — 
I.  Existen  funcîones  que  no  tienen  valores  determinados  para 
valores  particulares  de  la  variable.  Taies  son,  por  ejemplo,  sen^, 
cosj:,  cuyos  valores  son  indelerminados  para  j:=  oc.  Puede  suce- 
der  que  una  funcion  cuyo  valor  es  détermina  do  para  x  =  a.  tenga 
una  derivada  indeterminada;  asi  las  funciones  x  -f-  cos^r,  ce  -\-  senx 
se  reducen  â  oo  para  x  =  x>j  mientras  que  sus  derivadas  i  —  sen^r, 
I  H-  coso:  son  indelerminadas.  Si,  pues,  se  tiene 

COSJ7 

f{x) j?-f-cosj7 .r 

X 


se  hallarâ 


iim  —- — -  =:  I  para  .ri=  oo: 

r(.r)  * 


f  (  x)       . 
mientras  que  el  limite  de  la  relacion  4rn — z  es  indeterminado. 

^  r'{x) 

Este  resultado  no  esté  en  contradicion  con  los  principios  espues- 
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tos,  porque  estos  suponen  esencîalmenle  que  las  funciones  f{x) 
i  F(x)  tengan  derlvadas  determinadas. 

II.  Puede  sucederque  al  apiicar  las  reglas  précédentes  se  encuen- 
Iren  derivadas  que  den  lugar  à  funciones  que  presenlan  la  misma 
indelerminacîon  que  la  funcîon  propuesla.  Asi  la  espresion 


\1  œ  —  a 
^x^  —  a^ 

que  se  reduce  a  -  paraj:  =  a,  es  lai  que  las  derivadas  de  sus  dos 

lérminos  se  reducen  todas  a  infinito  para  el  mismo  valor  de  x. 

En  este  caso,  lo  que  puede  hacerse  es  hallar  dîrectamenle  el 
limite  que  se  busca,  poniendo  a-\-  h  en  lugar  de  2:,  i,  despues  de 
efectuadas  las  reducciones,  hacer  h  =  o.  Asi,  en  el  ejemplo  consi- 
derado,  tendremos 


«  • 


i  bajo  esta  forma  se  vc  que  el  limite  es  cero  cuando  h  tiende  hàcia 
cero. 

110.  Método  del  desarrollo  en  séries.  —  Otro  procedimiento 
gênerai  à  que  suele  acudirse  para  halIar  el  verdadero  valor  de  la 
funcion 

cuando  se  présenta  bajo  forma  indeterminada,  es  el  del  desarrollo 
en  séries  de  las  funciones /(a  -h  A)  i  F  (a  -4-  A),  segun  las  poten- 
cias  ascendentes  de  h.  En  este  caso,  bastarà  calcular  el  primer 
término  AA"  de  la  primera  série,  i  el  primer  término  BA"*  de  la 
segunda. 

En  efecto,  se  tendra 

/(a-{-^)=:/i«(A-+-e), 

F(a4-//.)  =  A"*(B4-7i), 
siendo  e  i  y]  cantidades  que  tiende  hàcia  cero  al  mismo  ticmpo  que 
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h^  luego 

F{a-h/i)  B-+--/Î 

Si  71  es  igual  &  m,  se  tendra 

,,„/(a  +  /0_A 
'""F(a-hA)-B' 

i  la  relacion  tenderâ  hàcia  cero  u  hâcia  iofinito  segun  que  se  tenga 
/?  >•  m  6  n  <i  m, 

111.    Ejemplo.  —  Consideremos  la  funcion 

Las  dos  funciones  /(  j?)  i  F  (x)  se  anulan  para  j:  =  a,  î  es  fàcil 
ver  que  las  derivadas  de  todos  los  ordenes  son  infinilas  para  x  =  a] 
luego,  en  este  caso,  no  es  aplicable  la  régla  de  las  derivadas.  Âpli- 
quemos  el  raétodo  del  desarrollo  en  séries.  Si  se  hace  x=za-\-  h 

î  se  toma  à  y/A  porinfinitamente  pequeîio  principal,  y/x  —  a  =  y/A 
sera    un    infinitamente    pequeno    de   primer  ôrden;   al  contrario 

y/Ç  —  y/a  =  y/a  (  i  / 1  -4-  -i  —  I  I  es  un  infinitamente   pequeno  de 

segundo  ôrden,  como  puede  verificarse  aplicando  la  formula  del 
binoraio.  Se  tiene,  pues, 

/(a  +  /0  =  v/Â(i  •+.£), 

siendo   £   un   infinitamente   pequeno.    El  denominador  F(^)    es 
\/x  —  a >Jx  -i-  a  =  y/A  \Jia'\-  h^  i  se  puede  poner 

F  (a -h  A)  =  y/Â  (v/âa -Mri), 
siendo  rj  un  infinitamente  pequeno;  luego 

F(a-^A)-^r^^.^' 
î,  por  consiguiente, 
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ISJercioios. 

Knconirar  el  verdadero  valor  de  las  funciones  siguientes 

1.  — - —  para  ^  =  i. 

X  --  i  * 

Solucion  :  la  unidad. 

'^.  para  a:  =  o. 

Solucion  :  W* 
o 

3.  (  I  —  a?)  tang para  x  =  i, 

Solucion  :  —  • 

4.  ^«  c-^         para         jp  =  x. 

Solucion  :  cero. 

1 
îJ*  jfea:        para        .y  =  o. 

Solucion  :  in  fini  to. 

P  I  —  x-\-\x 

^' para         x  ~  i. 


I    —  }J'i.X  -  -  x^ 

Solucion  ;  —  I. 
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LECCION  XIY. 


MAXIMOS  I  MINIMOS  DE  LAS  FUNGIONES. 


U2.  Dekimciones.  —  Se  dîce  que  iina  funcîon /(j?)  toma'un 
valor  mdximo  para  x^=a  cuando,  dando  à  x  valores  niavores 
<>  menores  que  a,  en  un  inlérvalo  fmito,  por  pequeno  que  sea,  la 
luncion  f{x)  es  constantemcnte  menor  que  /{d)»  El  valor  de  la 
luncion  es  minimo  cuando,  en  las  mismas  circunslancias,  f{x) 
es  sîempre  mayor  que/(fl). 

Espresemos  estas  condiciones  analilicamente.  Sea  h  una  canlidad 
laR  pequena  como  se  quiera;  en  el  caso  del  màximo  se  tendra 


f{a±h)<f{a)        6 
i  en  el  caso  del  minimo 


f{a±h)-f{a)<0', 


/{a±h)>f(a)         6        f{a±h)-f(a)>o. 


113.   Observacion.  —  Una  funcion   puede  tener  varios  valores 
màximos  i  minimos,  los  cuales  deben  sucederse  alternativamente, 


como  se  ve  a  la  simple  inspeccion  de  la  curva  ABCDE  (Jlg»  4)- 
Sea  y=zf{^x)  la  ecuacion  de  esta  curva;  los  valores  màximos  i 
minimos  de/(jc)  son  evidentemente  las  ordenadas  de  los  puntos 
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A,  B,  C,  ...  en  que  la  tangente  â  la  curva  es  paraiela  al  eje  de 
las  X.  Se  ve  larabien  que  la  ordenada  mâxima  AA' es  menor  que  la 
ordenada  ntfnima  DD',  es  decir,  que  un  mâximo  puede  ser  menor 
que  un  minimo. 

i  14.  Hàximos  i  minimos  de  las  funciones  de  una  sola  variable. 

—  Se  ha  visto  (n°  43,  Teor.  III)  que  cuando  x  aumenta  la  funcion 
f{^x)\di  aunientando  6  disminuyendo,  segun  que  la  derivada  es  posi- 
tiva 6  negaliva  ;  résulta  de  alii  que  lalunciony(:r)  no  puede  césar  de 
aumentar  para  disminuir  6  de  disminuir  para  aumentar,  sino  cuando 
f\x)  cambia  de  signo;  entônces  esta  derivada  se  anula,  à  menos 
que  no  se  haga  discontinua.  Luego  los  valores  que  corresponden 
al  mdximo  6  al  minimo  de  una  funcion  f  {x)  estân  comprendi- 
dos  entre  los  que  anulan  à  la  derivada  f{x)j  o  que  la  hacen 
discontinua, 

\jdi  formula  de  Tavlor  conduce  tambien  al  mismo  resultado  i 
permite  ademas  completarlo.  Supondremos  aqui  que  las  derivadas 
que  lendremos  que  considerar  obedezcan  a  la  ley  de  continuidad 
entre  limites  prôximos  à  los  valores  que  corresponden  à  los  mâxi- 
mos  6  à  los  minimos.  Los  casos  de  descontinuidad  deben  ser  consi- 
derados  é  parte  en  cada  cuestion  en  particular. 

Esto  supuesto,  seay'(;r)la  funcion  dada;  se  liene  desde  luego 

f{x  4-  h)  -/{x)  ^  h/'{x)  4-  Rp 

Si/'(x)  no  es  cero  la  difcrencia  /{x-^-h)  — f{x)  tendra  el 
mismo  signo  que  hf'{x)\  puesto  que  un  lérmino  cualquiera  de  la 
série  de  Taylor  es  mayor  que  el  resto  cuando  h  es  suficienlemente 
pequeno;  pero  lif\x)  cambia  de  signo  con  A,  luego,  en  estecaso, 
f{x)  no  es  ni  mâximo  ni  minimo. 

Supongamos  ahora  que  f'{x)  es  nula.  Si  f'{x)  no  lo  es,  se 

tendra 

/(x  -+-  h)  ^f{x)  ^  -^/"{OC)  4-  R,. 

Entônces,  cualquiera  que  sca  el  signo  de  /i,  la  diferencîa 
f{x  +  h) — /(a;)tiene  el  mismo  signo  que /''(a:).  Luego,  s\/"(x) 
es  positiva  para  el  valor  de  x  que  se  considéra  i  que  anula  â/'(a:), 
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la  funcion /(^)  sera  un  minimo;  î  s\  f  {x)  es  negativa  sera  un 
màximo. 

Pero,  s\f^{x)  es  nula,  se  tendra 

/(^ -+-  h)  -f{x)  =  ^r  {^)  4-  R.; 

i,  s\f"'{x)  no  es  nula,/(:r  +  h)  — f{oc)  cambiarà de  signo  con  h  : 
en  este  caso, /(x)  no  sera  ni  mâximo  ni  miuimo.  Si/'"(j:)  =  o, 
se  tendra 

{  4 

\  f{x)  sera  un  mâximo  6  un  minimo  segun  que/'^  (.r)  sea  negativa 
à  positiva  para  el  valor  de  x  que  anula  ^  f  {x)^f" {x),f" {x)\  i  asi 
sucesivamente. 

En  gênerai,  cuando  un  valor  de  x  reduce  d  cero  à  algunas  de 
las  derivadas  sucesii>as/\x),  f'{x)j  . .  ,^si  la  primera  derivada 
que  este  valor  no  anula  es  de  ôrden  par,  la  funcion  f{x)  es  un 
mâximo  6  un  minimo,  segun  que  esta  derivada  sea  negativa  6 
positiva^  pero  no  hay  ni  mâximo  ni  minimo  si  la  primera  deri- 
vada  que  no  se  anula  es  de  ôrden  impar, 

115.  EjEMPLOS.  —  I.  Encontrar  el  minimo  delà  funcion  j^  ^=x^. 
Se  tiene 

\y:=x\x] 

diferenciando,  résulta 

i  dy ,  I  d^y        i    fdy\* i 

y  dx  ~~  '         y  dx*       y*  \dxj        x' 

La  condicion  comun  dei  mâximo  i  del  minimo  es  -^  =  o«  ô  bien 

dx         ' 

Ix-f-  I  =o, 

de  donde 

I 
x=  -; 
e' 

para  este  valor  de  x,  se  tiene 

I  d^r  __ 
vdx*^^' 
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d*y 


cl      y  m       .  I 

1  puesto  que  -t—  es  positivo,  el  valor  -  corresponde  à  un  minimo. 


H.  (PaoBLEMA  DE  Fermat).  —  Se  dan  dos  puntos  A  i  B  {Jig-  5) 
siluados  en  dos  raedios  diferentes,  separados  por  una  superficie 
plana  I^Q.  Un  môvil  se  mueve  en  el  primer  medio  con  una  velo- 
cidad  uniforme  u,  i  en  el  segundo  medio  con  una  velocidad  uni- 


forme V.  Se  quiere  saber  el  camino  AHB  que  eslc  môvil  debe 
seguir  para  ir  desde  A  hasta  B  en  el  tiempo  mas  corto. 

Desde  luego  es  évidente  que  este  camino  estara  formado  de 
lîneas  rectas.  Ademas  la  linea  quebrada  que  resuelva  el  problema 
debe  eslar  en  el  piano  ACBD  que  pasa  por  las  perpendiculares  AC^ 
i  BD  al  piano  PQ.  Supongamos  que  no  esté  en  dicho  piano,  i  que 
la  linea  seguida  sea  AGB,  la  cual  encuentra  al  piano  PQ  en  el 
punto  G  fuera  del  piano  ACBD.  ïracemos  GL  perpendicular  â 
CD;  las  rectas  AL  i  BL  son  respeclivamcnte  menores  que  A(i 
i  GB;  por  consiguientc  el  môvil  iria  mas  ràpidamente  desde  el 
punto  A  al  punto  B  siguiendo  el  camino  ALB,  que  el  supuesto 
AGB.  Busqueroos  pues  en  cl  piano  ABCD,  perpendicular  al 
piano  PQ,  la  linea  AHB  que  recorre  el  môvil  en  el  menor  tiempo 
posible. 

Scan 


AC  -  a,        BD  =  ^        CD  =  c 


CH^o-, 
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el  liempo  que  el  movîl  cmplea  para  recorrer  la  distancia  AH  es 


AH_  v/«M-^. 
el  que  emplea  para  recorrer  la  distancia  HB  es 


HB  _  yb'~i-{c  —  .r)' 
por  consigmente,  la  funcion  cuyo  minimo  se  Irala  de  hallar  es 


\/a*  ■+•  .T*       sjb'  -h  (c  — a-)* 


a  V 


Evidentemente  esta  funcion  no  es  susceptible  de  un  màximo  ;  i 
obtendremos  la  condicion  de!  minimo  igualando  à  cero  su  derivada  : 
lo  que  da  la  formula 

X  c  —  ,v 

(  2  )  === ^ =:  u. 

^  u^a^-^œ*     '  cy/^' -H  (c  — .r)* 

Hesolviendo  esta  ecuacion  se  obtendrâ  el  valor  de  x.  Pero,  sîn 
necesidad  de  resolverla,  podemos  encontrar  la  propiedad  geomé- 
trica  que  caracteriza  a  la  linea  pedida.  A  este  efecto,  tracemos  la 
recta  Kl  perpendicular  en  H  al  piano  PQ;  representemos  por  t  el 
ânjulo  AHR,  i  por  r  el  angulo  BHI;  se  tendra 

sen  /  =:  sen  CAII  =::: j 


sen/'  =:  senlIBD  =z 


y  a*  -h  a?' 
c  —  .r 


V6'  +  (c  — a?)* 
î,  en  virtud  de  la  ecuacion  (2), 


sen/  u ^ 

sen  r       (^  ^ 


lo  que  prueba  que  la  relacion  del  seno  del  angulo  de  incidencia  al 
seno  del  angulo  de  refraccion  es  igual  à  la  relacion  de  las  veloci- 
dades  del  môvil  en  cada  uno  de  los  medios. 

En  la  teoria  de  la  luz  la  cantidad  —  >  relacion  de  las  velocidades 
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de  la  luz  en  los  dos  medios,  es  el  indice  de  refraccion  de  la  luz  al 
pasar  dcl  primer  medio  al  segnndo  ;  i  el  resultado  encontrado  nos 
hace  ver  que  la  luz  al  refractarse  signe  el  camino  que  exige  menor 
liempo  posible. 

116.  Case  de  discontinuidad  de  la  derivada.  —  En  el  caso  en 
que  para  un  cierto  valor  a  de  ^  la  derivada  de  una  funciony(a:)  es 
discontinua,  la  sola  régla  que  da  la  teoria  gênerai  es  de  examinar 
si  dicha  derivada  cambia  de  signo  de  un  lado  i  otro  de  a  i  en  que 
sentido  tiene  lugar  este  carabio. 

Consideremos,  por  ejemplo,  la  funcion 


Ijà  derivada 


f{-^)^l 


1 
(a?-r  a)  ^ 


es  infinita  para  x  =  a^  negativa  para  x  <Cai  positiva  para  x  >  a  ; 
luega  x  =  a  corresponde  à  un  minimo  de  la  funcion. 
Al  contrario  la  derivada  de  la  funcion 


1 


d  sabcr, 


/'{X)=r î 

(x  —  a)» 


es  tambien  discontinua  para  x  =  a;  pero  su  signo  es  el mismo  para 
x<C.cii  para  x'^a;  luego  esta  funcion  no  tiene  ni  mâximo  ni 
minimo  para  :r  =  a. 

117.  Maximes  i  minimes  de  las  funcienes  implicitas  de  una 
sola  variable  independiente.  —  Consideremos  primeramente  una 
funcion  y  ligada  à  su  variable  independiente  x  por  una  ecuacion 
dada 

(0  f{^y)  =  o> 
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Diferenciando  esta  ecuacion,  résulta 

df      df  dy 

la  condicion  del  màximo  i  del  minimo  exige  que  7-  sea  nulo; 
luego  se  tendra 

dy 

esta  ecuacion  combinada  con  la  ecuacion  (  i  )  darà  los  valores  de  x 
que  pueden  hacer  à  ^  un  mâximo  6  un  minimo.  Para  determinar 
si  taies  valores  corresponden  à  un  màximo  ô  à  un  minimo,  es  pre- 

ciso  examinar  el  valor  de  ^~»  La  diferenciacion  de  la  ecuacion  (2) 

da 

^/  ,   ^     d^f    dy   ^    d\fdy^    ^    df  d'y  ^^ 
dx*  dxdy  dx       dy"^  dx^       dy  dx*        ' 

dy  ,    d^f  ,  d^f 

i,  puesto  que  ~  es  nulo,  se  tendra,  si   ,   *     i  ^~  quedan  finitos, 

d^y dx^ 

dx*^  "df' 
dy 

el  signo  de  esta  espresion  indicarà  si  hay  màximo  6  minimo.  Si 

d'^y 

^^  es  cero,  sera  preciso  acudir  à  las  derivadas  de^  de  los  ôrdenes 

siguientes,  segun  la  teoria  espuesta  en  el  n®  114. 

Consideremos  afaora  el  caso  gênerai  en  el  cual  se  tengan  m  +  i 
variables  x^y^  z^  u,  ,  . .  ligadas  entre  si  por  m  ecuaciones 

f{x,y,z,  a,  ...)=o, 
,,v  ^/i(^, /,-,«,  ■.•)=<>, 

\  fm-x{x,y,z,u,  ...)  =  o, 

i  supongamos  que  se  trate  de  hallar  los  valores  màximo  i  minimo  de 

0 
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una  de  las  variables,  y  por  ejemplo.  Se  puede  tomar  corao  variable 
in depen cliente  à  una  cualquiera  de  las  otras  variables;  escojamos 
à  X.  La  condicion  del  màximo  6  del  minimo  sera 

£  =  "  6        dy^o. 

La  diferenciacioQ  de  las  ecuaciones  [i)  àdi 

df      df  dy       df  dz       df  du 

dx      dy  dx      dz  dx       du  dx  ' 

^  4-.  ^  ^  4-  ^  î?^  ^-  f[^  ^  +        ~  o 
(5)    /  dx       dy  dx       dz  dx      du  dx      '  '  * 

•  • ï 

dfm-1       df^^i  dy       df„,- 1  ^       ^Aw-i  ^"  _ 

dx  dy    dx  dz    dx         du     dx      '  '  ' 

Suprimiendo  en  estas  ecuaciones  los  términos  en  los  que  entra 

dy   .    |.     .         1     dz    du  i         i  r 

-j-,  1  eliminando  -7-j  -;->  . . . ,  seobtendra  una  ecuacion 

dx  dx    dx  ' 

que,  junta  con  las  ecuaciones  (4)^  delerminarà  los  valores  de 
x^y^  Zy  u^  .... 

Para  hacer  la  distincion  de  los  màximos  i  de  los  minimos,  se  dife- 

renciarân  las  ecuaciones  (5)  para  formar  la  espresion  de  -~^^,  en  la 

cual  se  sustituiràn  lo^  valores  encontrados  de  x^y^  j»,  . .  .  ;  i,  por 
el  signo  de  esta  espresion,  se  sabra  si  hay  un  màximo  6  un  mi- 
nimo. Si  resultara  -j^  =  o,  sera  preciso  acudir  à  las  derivadas 
siguientes,  aplicando  la  teoria  del  d?  114. 

118.  Ejemplo.  —  Determinar  el  minimo  de  desviacion  de  un 
prisma  réfringente,  Sean  A  {fig>  6)  el  àngulo  del  prisma,  nsu 
indice  de  refraccion,  que  supondremos  >>  i  ;  X,  a;  los  ângulos 
de  incidencia  i  de  refraccion  relativos  à  la  primera  cara;  j'.  Y  los 
ângulos  anâlogos  para  la  segunda  cara;  A  el  àngulo  de  desviacion, 
es  decir,  el  àngulo   que  forma  el  primer  rayo  incidente  con  el 
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segundo  rayo  refractado.  Se  tienen  las  ecuaciones  siguientes  : 


i3i 


(I) 


Isen  X  =  /i  sen  j?, 
sen  Y=i:  nsen/y 


Xh-Y  — A=zA. 

Tomeznos  kx  como  variable  independiente,  i  diferenciemos  estas 

Fig.  6. 

A 


ecuaciones  ;  résulta 


(2) 


COSA  -7—  :rz  /ICOSO?, 

cos  1  --T-  —  n  cos  V  -^ 
dx  ^  dx 


dy 
dx 


dX       dY_(^ 
dx       dx      dx 


db. 


Poniendo  ^  =  o,  i  eliminando  -r-j  -r->  -r-j  se  halla 
aa?  dx    dx    dx 


cosâ?       cosr 


cosX       cosY 

à  bien,  poniendo  en  lugar  de  cosX  i  cos  Y  sus  valores  sacados  de 
las  dos  primeras  ecuaciones  (i), 


cos  a? 


cosr 


sji  —  /i*sen'j7       ^  I  —  /i*  sen*^  ' 
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de  donde  se  deduce,  puesto  que  x  éy  son  ingulos  agudos. 


iy  por  consiguiente, 


senX  =  senY  =  n  scd  —  • 

a 


Pasando  â  las  diferenciales  segundas,  se  licDe 
cosX-j-^  —  senAl-i—j  zn  —  /isenâ;, 

Estas  ecuaciones  (3),  combinadas  con  las  relaciones  précéden- 
tes, dan 

d'^  ^r/dxy     i 

^  =  aUDgX|^^j-.J; 

i,  como  (  -7—  1—11= —  es  positivo  para  /«  >>  1 ,  se  deduce  que 

--7—^  es  positivo,  1  que  A  es  un  mimrao. 


119.  Maximes  i  minimes  de  las  funciones  de  dos  6  mas  va- 
riables independientes.  —  Se  dice  queunafuncion/(j:,  y,  z,  . . .) 
de  las  variables  independientes  x^y,  z^  ...  tiene  un  valor  mâximo 
para  a?  =  a,  ^  =  6,  ^  =:  c,  . . , ,  cuando  la  diferencia 

f{a-\'hy  b-h  k,  c~\-  l,  . . .  )  —  /{a,b,Cj  . . .) 

es  negativa  para  todos  los  valores  de  A,  A",  /,  ...  positivos  i  nega- 
tivos  comprendidos  entre  limites  finitos,  por  pequenos  que  sean. 
Se  dice  que  la  funcion  tiene  un  valor  minimo  cuando,  en  las 
misnias  condiciones,  la  diferencia  précédente  es  positiva. 

Hallemos  las  condiciones  que  deben  verificarse  para  que  una 
funcion  de  dos  variables  tenga  un  mâximo  6  un  minimo. 
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Sea  la  funcion 

Por  la  formula  de  Taylor,  podemos  escribir 

f{x  }  h,y-^k)  -f{x.y)  r^^A-^^^  +  R; 

sabemos  que,  dando  k  h  i  k  val  ores  suficientemente  pequenos, 

podemos  hacerque  -y- An-  y-A:  seamayorqueR;  porconsiguîente, 

el  signo  de  la  dîferencia/(;r-l-A,j'-;   A:) — fi^^y)  dépende  del 

que  tenga  ;t-  ^  +  w~  ^î  ^^  decîr,  que  cambiaria  con  los  signos  de 

h  i  k.  Asi,  para  que  haya  un  mâximo  6  un  minimo,  es  necesario 
que  se  tenga 

du  _  du 

dx         '  dy 

Supongamos  que  x  -~  a^y^-  b  sean  valores  de  j?  é^  que  satis- 
fagan  â  estas  dos  condiciones  ;  representemos  por  A,  R,  C  los  valores 

d^  u      d}u      d^u  j 

que  respectivamente  toman  -7— j  -; — r-^  --:— .  cuando  se  pone  en 
^  *^  dx^    dxdy    dy^  *^ 

ellos,  en  lugar  de  â:  i  de^,  dichos  valores  a  i  6.  Por  la  formula  de 

Taylor,  tendremos 

y(a  +  h,b-rk)  -f{a,b)  -  -f-  4-  Bhk+  ^-f  R. 

El  signo  de/(a  +  A',  b  -\-  k)  — /(a^b)  dependerâ,  porlas  mismas 
razones  ya  espuestas,  del  que  tenga  la  espresion 

/    N  AA«      ....       CA:«       .,/AA«      ^h      C\ 

^    '  a  2  \2  k*         k       2  J 

£1  signo  de  este  trinomio  dépende  del  signo  del  factor  dentro 
del  paréntesis  ;  i,  para  que  este  no  cambie,  es  preciso  que  se  tenga 

(2)  R«--AC<o. 

Para  conocer  ahora  cuàl  es  el  caso  del  mâximo  à  del  minimo, 
observemos  que,  Uenadas  estas  condiciones,  el  signo  de  la  espre- 
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sion  (  I  )  dépende  del  que  tenga  A  ;  i  como  A  i  G  deben  tener  el 
mismo  signo,  â  causa  de  la  condicion  (2),  résulta  que  habrà 
mâximo  siempre  que  A  i  C  sean  negativos,  i  minimo  cuando  estos 
raismos  valores  sean  positivos. 

Se  hallarîan  del  mismo  modo  las  condiciones  del  mâximo  6  del 
minimo,  si  el  numéro  de  las  variables  fuese  major;  perolas  formu- 
las se  complican  cada  vez  mas. 

Sea,  por  ejemplo,  la  funcion 

Se  tendra 

i  se  podrâ  siempre,  dando  kh^  k  i  l  valores  suficientemente  pe- 
quenos,  hacer  depender  el  signo  de  Au  de  la  espresion 

du  -       du  ,      du  , 
dx         dy         dz 

Asi  los  valores  de  las  variables  x^  y^  z  que  correspondan  à  un 
mâximo  ô  à  un  minimo  de  la  funcion  u  deben  satisfacer  à  las  très 
ecuaciones 

du du du 

dx        *  dy~    ^  dz 

AdemaSy  es  necesario  que,  dando  à^,^,z  estos  mismos  valores, 
la  espresion 

d*u  ,^       d*u  ,^      d*u  ,^  d^u    .  ,  d^u    ,,  d^u   , . 

dx^  dy*  dz*  dxdy  dx  dz  dydz 

no  cambie  de  signo,  sean  eu  aies  fueren  los  valores  (supuestos  tan 
pequenos  como  se  quiera)  que  se  den  à  A,  A:,  /.  Para  espresar  esta 

kl 
condicion,  dividamos  por  A-,  i  pongamos  j-  =/?,  -   —  ^;  se  tendra 

un  polinomio  de  la  forma 

kq-  4-  B/?'  H-  2C/?^  +  2D^-f-  aE/>  4- F. 

Gonsiderândolo  relativamcnte  à  la  variable  q  tan  solo,  es  pre- 
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ciso,  para  que  no  cambie  de  sîgno,  que  se  tenga,  cualquiera  que 
sea/?, 

(C«-AB)/?»H-2(CD   -AE)/>-hD'-AF<o. 

Del  mismo  modo  se  establecerâ  la  condicion  para  que  este  poli- 
noinio  sea  del  mismo  signo  cualquiera  que  sea/?. 

120.  Ejbmplo.  —  Dado  el  pertmetro  de  un  triànguloy  hallar 
el  mdximo  del  drea.  Supongamos  un  triângulo  ABC   {fig-  7) 

Fig.  7. 


cuyo  perfmetro  es  a/>.  Con  este  perimetro  puede  construirse  una 
infinidad  de  triângulos  ;  se  quiere  saber  cuàles  seràn  los  lados  del 
que  tenga  mayor  ârea. 

Sean  los  lados  x^  y^  2/>  —  x  — y,  La  expresion  del  ârea  sera 

it  —  sJp{p  —  x)Çp^y)(x~-\-y—p), 

El  mâximo  de  u  corresponde  al  mâximo  de  la  cantidad  subradical, 
i  queda  la  cuestion  reducida  à  hallar  los  valores  de  ^  i  de  /  que 
hacen  mâximo  à  la  funcion 

f{^^y)  =p  {p  "  ^)  ip  —y)  i^-^y—p)- 

Tenemos 

df 

^=p(p-y){'ip-y-^^)  =  o, 
^ = />  (/>  -  ^)  (  2/>  -  ^  —  î*y  )  =  o- 
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Hay  cualro  soluciones  que  son 

{y—Py      fr~o,      \y-p.      \y^'\P' 

Las  1res  primeras  do  son  aceptables,  porque  nohabria  triângulo. 
La  liltima  nos  conduce  à  un  triângulo  equilàtero.  Falta  examinar 
si  queda  satisfecha  la  condicion  B^ — AC'^o  del  n"  119.  Se  tiene 

^r  =  -^P{P~y)^         ^-^--P(2j.4-2a:-3p), 

5p  =  -2/>(p-    X), 
Poniendo  en  estas  espresiones  a?  =  kP^y^^hP^  se  obticne 

—  —  zP  y  *5  —  —  tPi  ^  —        JP   » 

luego 

cantidad  esencialmente  negativa;  por  consiguiente,  se  realiza  la 
condicion;  i,  como  A  i  C  son  negativos,  tenemos  un  màximo.  Asi 
el  triângulo  de  mayor  ârea  que  se  puede  construir  con  un  perimetro 
dado  es  el  triângulo  equilàtero. 

lyercicios. 

1.  Encontrar  la  mas  corta  distancia  de  dos  rectas  en  el  espacio,  dadas  por 
SOS  ecuaciones 

X  —  az  -h  Pi         {  X—  a'x-^  p\ 

Solucion  :  La  mas  corta  distancia  es 

{a  —  a!){q^q')—{b     h'){p    -p)^ 

2.  Se  tiene  *un  volâmen  V  de  métal  al  cual  se  le  quiere  dar  la  forma  de 
un  vase  rectangular;  el  espesor  de  las  paredes  debe  ser  =^e\  ^cuâles  deben 
ser  las  dimensiones  del  vaso  para  que  la  capacidad  sea  mâxima? 

Solucion  :  Llamando  rr  é  ^  los  lados  esteriores  de  la  base  i  z  la  altura 
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esterior,  se  tiene 

/V  — c»\»  X 

•^  \     6e    J  2 

3.  Deterrainar  ei  cuadrilàtero  de  àrea  mâxima  que  puede  formarse  con 
cuatro  lados  dados  oc,  p,  y>  ^i  puestos  en  este  ôrdeo. 

Solucion  :  Llamando  x  el  àngulo  que  hacen  los  lados  a  i  p,  é  ^  el  àngulo 
entre  y  i  ^i  se  tiene 

otî-l-pî  —  Y"  — 5' 


cosa? 


•2(a{i-f-Yô; 


4.  Inscribir  en  una  esfera  un  paralelepipedo  rectângulo  cuyo  volûmen 
sea  mâximo. 

Solucion  :  El  cubo. 

5.  Determinar  on  punto  dentro  de  un  triângulo  tal,  que  la  suma  de  los 
cuadrados  de  las  distancias  de  este  punto  à  los  très  vértices  sea  un  minimo. 

Solucion  :  El  centro  de  gravedad  del  triângulo 
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LECCION  XV. 

EMPLEO  DE  LAS  ESPRESIONES  IMAGINARUS.  —  FÔRBfULA  DE  MOIVRE 

I  SUS  œNSECUENOAS. 


121.  Observaciones  sobre  las  espresiones  imaginarias.  —  Las 

espresiones  imaginarias  no  son  la  medida  de  ninguna  magnitud, 
pero,  sometidas  à  las  reglas  del  câlculo  literal,  dan  lugar  â  resulta- 
dos  importantes  que  facilitan  las  investigaciones  analiticas.  Bajo 
esle  punto  de  vista  vamos  â  considerarlas  brevemente. 

Generalmente  el  tipo  de  una  espresion  imaginaria  es  de  la  forma 


a-\~  b  ^ —  I , 


a  -h  biy 


representando  el  sfmbolo  \/ —  i  por  la  letra  i. 

Sin  atribuir  ninguna  idea  de  cantidad  à  la  espresion  y/^  i ,  se 
conviene  en  tratarla  como  un  numéro  cuyas  potencias  sucesivas 
sean 

sj—  I ,        —  I ,        —  y/—  I ,        -4-  1 1        V^—  I  )         ...» 

reproduciéndose  las  cuatro  primeras  indefinidamente  ienelmismo 
ôrden. 

Indudablemente  nada  se  opone  à  que  se  hagan  càlculos  alge- 

braicos  en  los  cuales  y/ —  i  sea  considerado  de  esta  manera  ;  la 
cuestion  estriba  solamente  en  saber  si  hay  interes  en  liacerlo,  i  si 
taies  operaciones  ofrecen  nuevos  recursos  analiticos. 

Cuando  se  establece  una  ecuacion  entre  cantidades  imaginarias, 
como 
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se  entîende  sîempre  que  A  =  A'  i  B=:  B'.  Asi  una  ecuacion  que 
contîene  valores  imaginarios  no  es  mas  que  una  espresion  simbô- 
lica  de  dos  ecuaciones  entre  cantidades  reaies. 

122.  Otra  forma  de  la  espresion  imaginaria.  —  Toda  espresion 
imaginaria  a  +  6 y/ —  i  puede  ser  puesta  bajo  la  forma 

r(cos(p  4- v^— I  sen<p).  -v 

Basla  para  ello  hacer     ^  ^  ^  /^  =     r  r*  ^  ^  ^-^^  (    fcV^^'^  |^  ^  '  -*  ^"^ 

a^=^r  cos<p,         6  =  r  sen^,        de  donde        r  =  y^a-  -t-  b*. 


La  cantidad  r  que  se  toma  siempre  positiva,  se  llama  el  mô- 
dulo  de  la  espresion  imaginaria,  i  el  arco  9  se  llama  el  argumenta* 

123.  Esponenciales  imaginarias.  —  La  funcion  ^,  cuando  x 
es  real,  esta  representada  por  la  série  siempre  convergente 

^  — l-4-a7H h...H--i h 

i.a  \n^ 


Si  reemplazamos  x  por  x\' —  i ,  i  convenimos  en  representar  la 
série  résultante  por  e*V-  *  ^  se  tendra 


X*       x^sj — I       x^      j?'v  — 


''^        c.        [4.        l^ 

Del  mismo  modo,  si  se  conviene  en  representar  por  e  "*v^ 

el  resultado  de  la  sustitucion  de  — x\j —  i  en  lugar  de  x  en  el 
desarrollo  de  e^,  se  tendra 

/\         -BxPrx  I -a;'        a^\l-i        x^       x^\^~i 

(2)    e- *V  »  =  I  —  xsj^  i 1 \r. 1-77- V- 

'  1.2  [3^  ^  D 


Ahora  bien,  fàcil  es  demostrar  que  estas  esponenciales  imagina- 
rias deben  ser  tratadas  en  los  càlculos  del  mismo  modo  que  si  los 
esponentes  fuesen  reaies. 

En  efecto,  siendo  e^^y  =  e^e^  paratodos  los  valores  reaies  de  x 


T'-  \^' 
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i  de  j^,  se  tiene  idénticamente 


a:  -h  y      (a:  -H  y)'  /        x       x^  \ 

I  1.2  \  i  1.'2  / 

y      y-  \ 

:-f--  -I-  ^—  4-  ..  .  )• 

1  2  / 

La  identîdad  no  seràalterada  cambiando  eu  los  dos  miembros  x 


en  x\l —  1,  é  j^  en  y\J  —  i,  i  se  encontraràn  siempre  en  ambos 
inîembroslos  mismos  lérminos  reaies  6  îmaginarioscon  losmismos 
signos.  De  ahi  se  deduce  que 


ô,  suponiendo  que  solamente  se  cambie^  en  j^y' —  i , 
(3)  e*^-r/^— e^e^k^-"». 

Asi  la  régla  de  los  esponentes  reaies  se  observa  en  la  mullipli- 
cacion  de  los  esponentes  imaginarios,  i,  por  consiguiente,  se  obser- 
varâ  tambien,  en  su  division,  en  su  elevacion  à  polencias,  i  en  la 
estraccion  de  sus  raices. 

124.  Relaciones  que  existen  entre  las  funciones  esponenciales 
i  las  funciones  trigonométricas.  —  Comparando  las  formulas  (i) 
i  (a)  del  n** précédente  con  los  desarrollos  de  coso;  i  scnx,  se  ve  que 
estas  formulas  dan  lugar  à  las  siguientes 

(i)  e^»^  =  cosa? -hv^ — i  sen^, 

(a)  e  */^==cosa?  —  v/ — isena?. 

De  estas  ecuaciones,  dadas  por  Euler,  se  deduce 


(3)  cosa?-— 


(4)  sena? 


2 


2V  -1 

Estas  formulas  son  muy  importantes  en  el  anâlisis,  i  puede  con- 
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siderarse  que  abrazan  todas  las  propiedades  de  las  funciones  tri- 
gonométricas.  En  efecto,  multiplicando  miembro  à  miembro  las 
dos  ecuaclones  (1)1(2)  se  liene 

cos'o?  4-  sen*  j:  ~  e*V^  e~^  V"  *  :=  e"  1=  i, 
Multiplicando  las  dos  ecuaciones 


e^V  »  =  cosd?  4-  y/ —  I  sen^;, 

eW  '  '  z=z  ces  /  H-  \j —  I  sen/, 
se  halla 

gCa?+r)\/-i  3:::  (ces a:  cos^  —  sena?  seny) 

4-  (cosa?8enj4-  sen^cos/)  \J —  i. 
Por  otra  parte 

e(«+r)V-*  =^  CCS  (a?  4-^)  -x-sj—  1  seii(d?-4-j'), 
luego 

CCS  (a?  -H  j)  r=:  cosa?cos/  —  sen^senj^ 
sen  {x-\-  y)^=i  ces  a?  sen^  4-  sena?  cos/, 

■ 

lërmulas  conocidas  i  de  las  que  se  deduce  toda  la  Trigonometria. 

125.  Formula  de  Moivre.  —  Tenemos  la  ecuacion 

e*V  ~  *  irz  ces  a?  4- sen  a?  y^-   I , 

en  la  que  x  représenta  un  numéro  cualquiera,  pudiéndose  atribuir 

indiferentemente  el  signo  +  6  el  signo  —  al  radical  y/ —  i. 

Si  se  pone  mx  por  x^  siendo  m  un  numéro  constante cualquiera, 
se  tendra 


Qtnxyp'i  --  cos  mx  -X-  \J—  I  sen  m  x. 

Pero  si  se  elevan  à  la  potencia  m  los  dos  miembros  de  la  ecua- 
cion, sera 

g/»a?\pr  __  (cosj?  4-^—1  seno:)'*, 
luego 

(a)  (cosâ?  -HV^—  I  senar)'»=:co8/na?  4-  y/—  i  sen  m  a?. 

Esta  es  la  formula  llamada  de  Moivro. 
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126.  DesarroUo  del  seno  i  coseno  del  mûltiplo  de  un  arco,  segun 
las  potencias  del  seno  i  coseno  de  este  arco.  —  Si  desarrollamos 
la  formula  (a)  é  igualamos  las  partes  reaies  i  las  partes  imagînarias 
de  ambos  miembros,  tenemos 

/\  .-  fn(fn  —  i) 

(i)     cos/na?  =:cos'"a: ^ ^cos'"-*a7sen*j? 

i.a 

m(m  — i)  (m  —  a)  (m  — 3) 

11 

(2)    sen/wa?  =:mcos"*-*a?sendî ^ r^^ — — — ^cos'"  'a?sen'^ 

m(w — îUw  —  2)(m  — 3)(m  —  A) 

Se  ve  que  cosmx  i  seamtv  se  espresan  por  una  funcion racional 
i  entera  de  sen^?  i  de  cosâ?. 

127.  DesarroUo  de  la  potencia  del  seno  ô  del  coseno,  segun  les 
senos  ô  los  cosenos  de  los  multiples  del  arco.  —  Para  resolver  la 
cuestion  inversa  i  desarrollar  cos'"^  i  sen'^:r  se^n  los  cosenos  6 
los  senos  de  los  diverses  multiplos  de  x,  escribamos 


tt  rz:  cos or -h  y/ — isenj:,         (^:=cosx^v^ — isenor; 
se  tendra 


2  cosj?  =  « -+- (^,         2  y/ — isenayma  —  ç; 
de  donde  résulta 
M       m         /  \«,         ^  ».<  m  (m  —  0...  •• 

2"»C0S'"a?  zr:  (a  -f-  i>)'^  =:  l*'»  +  mu"^'^  V  H ^^ ' tf"»""*  f'*  -f-  .  .  . 

1.2 

I  .2 

Conviene  dislinguir  dos  casos. 

i^  Guando  m  es  par  é  igual  à  2/1,  el  desarroUo  contiene  un 
numéro  impar  de  términos,  i  liayun  termine  en  el  medio  que  es 
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Reuniendo  los  términos  equidistantes  de  los  estremos,  se  tiene 

Ahora  bien 
uP  -Y'  çP  =  2  cospx,  uM^P^zi^        puesto  que        af  =  i  ; 

luego 

,  .  m(m--i)...(/i-f-i) 

de  donde 

(i)  a'^'^coB'^a?  :=  cosmj? -h  mcos(m  — a)a? 

4 { cos(m  —  L)x 

i.a  ' 


-f   

I  m(/n  —  i)  . . .  (/i-h  I  ) 
a  [i^ 

a®  Si  m  es  impar  é  îgual  â  a/i  +  i,  (m-î-  (')'*  tendra  un  numéro 
par  de  términos,  i  se  obtendrà 

(a)         a'"~*cos'"a::i=:  cos/nd?-f- mcos(/?i  —  a)a? 

m(/n~i)        ,  ,^ 

H cos(m—  4)'27 

1  •  ^ 


-i- 

m{m  —  \)  ...  (/i  +  a) 


Para  obtener  sen'^^r,  sera  menester  tomar  la  formula 


COSâ7. 


tf  —  f'  =r  ay/  —  I  seno? 

i  elevar  sus  dos  miembros  à  la  potencia  m  ;  tendremos 

,  , ,  ,         m  (m  —  i)    _.. 

(y/  —  ,  )'"  a"*  sen^'a?  ~  a'»  —  ma'"-*  v  H ^^ a'»-*  i'*  4-  .  . . 


i.a 


Aqui  tambien  conviene  distinguir  dos  casos. 
i''  Supongamos  m  =  2n.  Entônces 
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i  habré  un  término  en  el  medio  que  sera 

+  m(m-i)  ...  (71 -1-1)  ^^^„ 

Reuniendo  los  términos  de  dos  en  dos,  se  tendra 

( —  i)"  2'"sen"*j:  =  {u*^  -^  ç'^)  —  muç  (u"^'*  -\-  i»*""*) 

i.a 


-f-  m(m-i)  ...  (/i  +  i) 


6  bien,  reemplazando  uP  -\-  s?p  por  2  cospXj  uPs^p  por  i ,  i  dividiendo 
ambos  miembros  por  2, 

(3)  ( —  i)'»2"»"*  sen'^dî  =  cosma:  —  mcos  {m  —  2)a' 

m(/n  — i) 
.4 1 ^cos(/n  —  4)  a? 

1.2 


I  m(m  —  1)  ...  (/n-  i) 


2  |« 

2®  Supongamos  /n  impar  é  igual  é  2  /i  +  i . 
Entônces 

i  se  tendra,  reuniendo  los  términos  de  dos  en  dos, 


( — 1)'*^— I  2'"sen'"x  =  (a'"  —  ç'^)  —  muv  (a'"-*  —  (;«  ') 

m(m  —  i)     ,,,--.         -,iv 


1 .2 


m(m  — 1)  ...  (/1-1-2) 
d:  — ^^ -. ^^ u^s^^  (m—  <0- 

m 

Pero 

£^P  ~  v^  —  2  \f^  1  sen/?j:,         uPv'*  ^=^i\ 

luego,  dividiendo  ambos  miembros  por  2  y^  —  i ,  résulta 

(4)  ( —  i)**  2"*~*  sen'^arinsenma?  —  /nsen(/n  —  2)0; 

in(m  — i)        ,  ,. 

-i ^ '  sen(/n  —  i\)x 

1.2  ^ 

m(w  —  i)  ...  (/i4-2) 


1^ 


senj?. 
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LECCION  XVI. 


RESOLUCION  DE  LAS  ECUACIONES  BINOMIAS. 


128.  Retolncion  de  la  ecuadon  a;'"  =  a.  —  Podcmos  repré- 
senter las  raices  de  esta  ecuacion  por  una  expreslon  de  la  forma 


/•  (  cos  ^  -+-  v^  —  '  ^®"  ?  ^ 
en  que  r  est  >-  o  i  ^  un  ângulo  cualquiera.  Se  tendra,  pues, 


r'"  (cosmo  -f-  V  —  1  sen  wcp)  =:  r/. 

Para  que  esta  ecuacion  quede   sattsfecha  es   necesarlo  que  se 
tenga  (n"*  121) 

r"*  cos  m  îp  -=:  a ,         r"*  se  ii  w  <p  =:  o . 
Elevando  estas  dos  ecuaciones  al  cuadrado  i  sumandu,  se  lialla 

de  donde 

siendo  +  ^a  el  valor  aritmético  de  la  raiz  eniésinia  de  r/. 
De  ahî  se  deduce 

sen/ncp=:o        i        eos/wcp:=:i; 
luego 

siendo  i  un  numéro  entero  cualquiera.  Asi  la  ecuacion  dada  queda 
resuelta  por  la  formula 


œ 


=r  r    cos h  V^  —  *  sen  - —  } 

\        //*  ni  ] 


10 
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Para  obtener  todos  los  valores  de  x^  basta  dar  &  i  los  m  valorcs 
o,  I,  2,  3,  ...,  {m — i).  En  efecto,  haciendo  ir=^  mq  -^  k^ 
siendo  k  un  numéro  entero,  posîtivo  i  menor  que  m,  résulta 

liiz        I aiw  'xk'K        , 2A"7r 

cos h  V —  ï  sen =i:cos hi/ —  I  sen • 

m        ^  m  m        ^  m 

Luego  la  formula 

XT=zr\  <îos h  w  —  I  sen 


/  2kTZ  , — 

=  /•  (  <îos h  V  — 


tu 


da  .todos  los  valores  de  x^  cuando  se  atribuyen  solamenle  à  k  los 
valores  o,  I,  2,  3, . . . ,  (//i  ■—  I  ). 

Ademas,  los  m  valores  asi  obtenidos  son  difcrentes.  En  efecto, 

eomo  k  es  mas  pequeno  que  m  i  posîtivo,  el  arco es  menor  que 

211;  î  dos  arcos  cualesquiera   menores   que  la  circunferencia  no 
pueden  tener  iguales  à  la  vez  el  seno  i  el  coseno. 

No    es  tampoco    nccesario  dar  à  k  todos  los  valores  enteros 
desde  6  hasta  m  —  i .  En  efecto,  pongamos 

k-=:m  —  A/, 
résulta 

2/:w        / 2^7t  ^k'iz        / —        2k''K 

cos H  V  —  *  sen =  cos v  —  i  sd ; 

in        ^  tu  m         ^  m   ' 

por  consiguiente  la  formula 

ak-K  .     j 2k'K 


(  2*1C    .      I 

x-=ir\  cos ±  sj —  i  sen 

\         ni        ^ 


m 

darà  todos  los  valores  de  x  atribuyendo  à  /rlos  valores  o,  i ,  2,  3, .  .  . 
hasta  —  6  >  segun  que  m  sea  par  6  impar. 

129.  Teorema  de  Cotes.  —  La  formula  précédente  permlte  des- 
componer  el  primer  miembro  de  la  ecuacion 

^w  _  r"*  =  o 
en  factores  reaies  de  prlmero  I  de  segundo  grado. 
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Dîstingiiiremos  dos  casos  : 

1^  Si  m  es  par^  la  ecuacion  tendra  por  raices 


X'=:^r\  ros  —  in  V  r—  I  sen —  ) 
\        m       ^  m) 

(        4^   .     / 4'r\ 

m  /'  (  cos  -^  ih  i/  —  i  sen —  ) 

\        m       ^  m  J 


X 


x=:  —  /•. 


Keuniendo  los  factures  que  corresponden  à  raices  conjugadas,  se 
haï  la 

(  I  )  0?"»  —  /•'"  =r  (  J7*  —  /•>)  I  X*  —  2  /•  cos  —  X-\^  r^\ 

(x^  —  2  /•  cos  —  X  -\-  r-\ 
m  ) 


X 
X 
X 


a?*  —  2  rcos  -^ X  -\-  n  \ 


2**  Si  m  es  impar,  se  debe  hacer  A  ;=  o,  i ,  2,  3,  . , . ,  — ^ —  ,  i  la 
ecuacion  x^  —  r'"  =  o  tendra  por  raices 
x-=z.  /*, 


(2  7r   ,       2  7c\ 
cos  —  ±:  V  —  ï  sen  —  ) , 
m       ^  m  J 

x  =  r  {  cos—  ±  \f —  I  sen  —  )  j 
\       m       ^  m  J 

• • > 

xz=zr\  <!os  ^ ±  si —  I  sen  ^ | 

\  m  ^  m        J 

En  este  caso,  se  tendra 
(  2  )  o:"*  —  r"^z=z{x  —  r)  (x^  —  2  r  cos —  ^  -f-  /•*  | 

X  (  r*  —  2  r  cos  —  0?  4-  /'-  ) 
\  m  J 


X 


/    ,                   (m  —  I  )?:  »\ 

X  1  u?'  —  2  /•  cos^ X  -^  r-    . 


iS8 
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La  interprelacioQ  geométrica  de  esta  formula  i  de  la  précédente 
conduce  al  teorema  de  Cotes. 

Describamos  un  circulo  con  un  radio  igual  à  /*;  tracemos  el  dià- 
metro  AA'  {fig^  8),  i,  â  partir  del  punto  A,  dividamos  la  circun- 
ferencia  en  m  partes  iguales;  Tomemos  sobre  este  diàmetro  una 

Fig.  8. 


longitud  OM  =  .r,  i  juntemos  el  punto  M  con  las  diversos  puntos 
de  division.  Sea  MB  una  de  estas  lineas,  se  tendra 


c>  bien 


MB*  =  OB'  -+-  OM*  —  a OB  X  OM  cosBOA, 


MB .  MB'  =  a?*  —  2  /*  cos  —  ^  4-  r*. 

m 


Del  misino  modo  se  tendria 


4ir 


MC.MC'=  a?*  —  a r  cos  —  j?  -h  r*. 

m 


Se  encuentran  asi  los  diversos  factores  de  segundo.grado  que 
componen  j:"*  —  /-'". 

Si  m  es  par  habrà  dos  factores  reaies  de  primer  grado  x  —  ri 
X  -h  ry  representados  por  MA  i  MA',  i  cuyo  producto  daria  el  factor 
de  segundo  grado  x^  —  z-^.  Si  m  es  impar  no  hay  sino  un  factor 
real  de  primer  grado  x  —  r  à  MA. 

Asi  las  formulas  (  i  )  i  (a)  espresan  este  teorema  debido  à  Cotes, 
que  la  diferencia  de  las  emésimas potencias  de  las  lineas  OM  * 
OA  es  igual  al  producto  de  las  lineas  tiradas  desde  el  punto  M 
à  los  diversos  puntos  de  division  de  la  circunferencia  dividida 
en  m  partes  iguales. 
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130.  Resolttcion  de  la  ecuacion  ^'"  =  —a,  —  Pongamos,  corao 
an  tes  9 

x=zr  (cosç  -+-  v/—  »  seiKp), 
de  donde 


•  • 


r'"  (cos/n«p  -h  y/ —  i  senm<p)  =  —  a, 
1,  por  consiguiente, 

/•'"  cos  m^=:  —-aj        /•"»  sen  w  îp  =  o  ; 
lu  ego 

lo  que  da 

(2/4-  I  )  -T 
^  //i 

siendo  sîempre  t' un  numéro  entero;  por  consiguîente  x  es  dado 
por  la  formula 

[(2£-hi)7c        / (ae-f- i)7ç"l 
cos — h  i/ —  I  son  -^ I  • 
m              ^                      m         ] 

Como  en  el  caso  del  n''  128,  basta  hacer  sucesivamente 
i  =  o,  1 ,  2,3,  .  .  . ,  (m  —  I  ),  para  lener  todos  los  valores  de  a: y 
porque  estos  valores  resullan  todos  diferentes,  i  todos  los  valores 
de  i  superiores  à  m  —  i  vuelven  à  dar  los  mismos  valores  para  x. 

Igualmente  se  demostraria  que  la  formula 

[(^k-^  i)tz   ,     , (2Â-4-i)7r1 
ces  -^^ ±:  i/ —  I  sen 
m              ^                      m        J 

da  todos  los  valores  de  x  atribuyendo  à  k  todos  los  valores  enteros 

desde  o  hasta ,  si  m  es  par,  1  bas  ta >  si  m  es  impai\ 

131.  Observacion.  —  Siguiendo  un  procedimiento  anàlogo  al  del 
caso  anterior  se  descompondrà  el  primer  miembro  de  la  ecuacion 


./M  _i_    ••/« 


œ'"  -h  /""  m  o 


en  factores  reaies  de  segundo  grado,  i  se  tendra  un  teorema  anà- 
logo  al  del  n^  129,  con  la  diferencia  de  que  las  divisiones  de  la 
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circunferencia  en  partes  iguales,  no  empezaràn  inmediatamente 
en  cl  punto  Â,  sîno  en  un  punto  (listante  de  este  un  arco  îgual 

a  — • 
ni 


132.  Resolucion  de  la  ecuacion  a?'"  ==  a  -+-  6  ^-r-  i.  —  Reem- 

placemos    la   espresion  a-^b\l — i  por  p  (cos(<)  +  y/ —  i  sen  w)  ; 
pongamos 

ce  =  /(costp-H  v^—  I  senç); 

se  tendràn  las  dos  ecuaciones 

r'"  coswçp  =  p  cosw,        r'"  senmç  =  psenct), 
que  dan 

r=-i-*7p,        cosmç  =  cosw,        sen/wç  =  senw; 

por  consiguiente, 

j    j      j  2  /w  -4-  w 

ma  =  2f7r -H  o),         de  aonde         c&=: 1 

^  ^  m 

representando  i  un  numéro  entero  cualquiera,  positivo  6  negativo  ; 
luego 

2  /tu  h-  W 


J? 


/  2l'7t-h(0  / 

=  r    CCS hi/ —  I  sen 


ui 


Se  probarà,  como  precedentemente,  que  basta  dar  à  i,  en  esta 
formula,  los  valoreso,  1,2,  .  .  .,  hasta  {m  —  i),  paraobtenertodos 
los  valores  de  x. 

133.  Resolucion  de  la  ecuacion  x^^"  -{-px^'  -^q=^o.  —  Po- 

niendo 

la  ecuacion  se  convierte  en 

qiie  da 
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por  consîguiente  se  tienen  las  dos  ecuaciones 


JC 


m 


=-f-\/f-'.   -=-f-\/f-'/. 


que  entran  en  casos  ya  considerados. 


lyeFoioioB. 

1.  Demostrar  que  si  se  divide  una  circunfereneia  en  m  partes  iguales  i 
que  se  toma  uao  de  los  puutosde  division  por  origen  de  los  arcos,  lasuma 
de  los  senos  de  los  arcos  terminados  en  estas  divisiones  sera  nula,  lo  mismo 
que  la  suma  de  los  cosenos. 

2.  Demostrar  que  si  se  divide  una  circunfereneia  en  m  partes  iguales,  la 
suma  de  los  senos  6  de  los  cosenos  de  los  arcos  que,  empezando  en  uno  de 
los  puntos  de  division  van  â  terminar  en  los  puntos  medios  de  los  arcos  de 
division,  es  igual  â  cero. 


t:)^ 
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LECCION  XVJJ. 


AREAS  I  ARCOS  DE  LAS  CUIIVAS  PLANAS. 


134.  Diferencial  del  àrea  de  una  curva  plana.  —  Consideie- 
inos  una  curva  plana  AM(y/^.  9)  referidaa  dos  ejes  de  coordcnadas, 
haciendo  entre  si  un  àngulo  6.  Represenlemos  por  u  elârea  AMPC 
comprendida  entre  el  arco  AM,  el  eje  de  lasabscisas  i  las  ordcnadas 
AC,  MP. 

Si  se  considéra  a  la  ordenada  AC  como  fija  i  à  la  ordena<la 


'"''S-  9- 


K 


MJ 


-i^ 


tK/ 


/ 


p-  X 


MP  — -  K  como  variable^  el  area  u  sera  una  funcion  de  x,  El  pro- 
blenia  que  nos  proponenios  resolver  es  hallar  la  diferencial  de  esta 
Ainclon. 

Sea  M'P'  =  j'H- Aj^  la  ordenada  correspondiente  â  la  abscisa 
0P'=  :r -h  A:r;  podemos  suponer  a  ^x  bastante  pequena,  para 
(|ue  la  ordenada  de  la  curva  vaya  constantemente  aumentando  o 
conslantemente  disniinuyendo  cuando  se  pasa  del  punto  M  al 
|)unto  M'.  Enlôncessîse  trazan  las  reclas  MI,  M'K,  paralelas  al  eje 
(le  las  abscisas,  el  aumenlo  Aw  ^r-.  MPM'P'  del  ârea  u  estarà  corn- 


AREAS    I    ARC08    DE    LAS    CURVAS    PLANAS.  1 53 

prendido  entre  las  âreas  de  los  parai elôgrain os  MIP'P  i  KM'FP, 
es  decîr,  entre  y  ^x  scnO  é  ( j' 4-  A^')ii^scn0. 

Ahora  bien,  la  diferencia  entre  eslos  dos  paralelôgramos  es 
igual  à  Aj'AxsenO,  que  es  iina  canlîdad  infinilaniente  peqiiena 
con  relacion  à  cada  uno  de  ellos  cuando  A^  decrece  infinitamente; 
se  puede,  pues,  escribir 

Af/  rr:  >  AoTsenO  -H  sAjt, 

representando  £  una  canlîdad  que  converge  hàcia  cero  ai  niismo 
licmpo  que  ù^x.  De  esta  îgualdad  résulta 


i  pasando  al  limite 


Aw 

Aa:       ^  ' 


du 

---  r-.:  VSCIlO, 

djc       "  ' 


de  donde 


du  =^ydxsenQ. 
En  el  caso  de  6  =  90®,  se  tendra 

du  =  fdjc. 

l3o.  Areas  coDsideradas  como  limites  de  una  sama  de  para- 
lelôgramos. —  El  àrea  de  una  ciirva  plana,  es  decir,  el  ârea 
iimitada  por  una  ciinri  plana,  el  eje  de  las  abscisas  idos  orde- 
nadas,  es  el  limite  de  una  suma  de  paralelôgramos  injinita- 
mente  pequehos,  ctiyo  numéro  aumenta  indejlnidamente, 

Dividamos  la  parte  AB  {Jig*  1  o)  del  eje  de  las  abscisas  en  n  partes 
iguales  6  desiguales,  pero  que  sean  todas  infinitamente  pequenas, 
cuando  n  crece  indefinidamenle. 

Tracemos  por  los  puntos  de  division  las  ordenadas  FE,  F'E', . . . , 
PM,P'M',. . . ,  i  supongamos  primeramente  que  estas  ordenadas 
sean  crecientes  desde  A  hasta  B.  Sean  x  é  y  las  ordenadas  de  un 
punto  M  cualquiera  delà  curva;  se  tendre,  por  lo  que  se  lia  dicho 
anteriormente, 

Sup.  MM'PPrrr  Am^  vAjjscnO  +  i\x\ 
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i,  si  represcnlamos  por  Sj^A^senO  la  suma  de  todos  los  términos 
anàlogos  â^^A^rsenô,  podrâ  escribirse 

pero,  por  un  principio  ya  deniostrado  (n®  30),  sabemos  que  SeA^r 
tiene  por  limite  cero  ;  luego 

Para  el  caso  de  los  ejes  rectangulares,  se  tendra 

u  =z  UniSyùkx. 

Este  limite  es  una  funcion  de  œ,  cuya  diferencial  esydx. 

La  demostracion  queda  la  misma  cuando  las  ordenadas  son  cons- 
tantemente  decrecientes  desde  A  hasta  B.  Si  la  ordenada  de  la 

Fi  g.  10. 


Y 

l 

),. 

K     M> 

H 

^ 

-/• 

E 

/^ 

; 

/ 

0 

/ 

\     [ 

'     \ 

'•         1 

»     \ 

>•          ï 

\ 

X 

curva  fuese  ya  creciente,  y  a  decreciente,  podria  descomponerse  en 
partes  satisfaciendo  cada  una  à  la  condicion  impuesta;  i,  siendo  la 
formula  précédente  aplicable^â  cada  una  de  las  partes,  lo  séria 
tambien  para  su  suma. 

136.  Diferencial  de  un  arco  de  curva.  —  Se  llama  longitud 
de  una  curva  el  limite  hdcia  el  cual  tiende  el  perimetro  de  una 
lineaquebrada  inscripta  en  esta  curvay  cuando  sus  lados  tienden 
hdcia  cero  i  su  numéro  crece  indejinidamente.  Adoptando  esta 
definicion  se  hace  ante  todo  necesario  demostrar  que  existe  el 
mencionado  limite  i  queeselmismo  cualquiera  que  sea  el  poUgono 
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inscripto  que  se  considère,  con  tal  que  cada  lado  dîsminuya  inde- 
linîdamente. 

Sea  CD  i^fig*  1 1)  un  arco  de  curva  plana  referîda  a  dos  ejes 
reclangulares  OX,  OY.  Inscribamos  en  este  arco  un  contorno  poli- 
gonal  CEF. . .  MM'. . .  D  de  un  numéro  n  de  lados.  Scan  OP  =  x, 

Fig.  II. 


MP  :=y  las  coordenadas  de  un  vértice  cualquiera  M  de  esta  Iinea 
poligonal,  i  x  -H  t^x^y  +  ^y  las  del  vértice  M'.  Se  tiene 


1  como 


MM' =  v^Aa:* -+- Ar*  =  Ao?  i/n-  (|^)\ 
7^  difiere  de  ~  de  una  cantidad  que  se  anula  al  mismo 


bkX  "  dx 

liempo  que  Ao;,  podemos  escribir 


MM 


-^v^-"(êy-^*^^' 


representando  a  una  cantidad  que  se  reduce  à  cero  cuando  Ao?  =  o. 

Reemplazando  sucesivamente  en  esta  ecuacion  x  i  y  por  las 
coordenadas  de  todos  los  vértices  del  contorno  poligonal  desde  el 
punto  C  al  punto  D,  se  tendràn  las  longitudes  de  los  lados  corres- 
pondientes. 

De  ahi  résulta,  llamando  P  el  périme tro  de  esta  Imea  quebrada. 


P=2Ay.  +  (Ê)V2.Aa:. 
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Para  obtener  el  limite  de  P,  observaremos  prinieramente  que  el 
lîmîtede2aA^escero(n®30).Por  otra parte  4 /i  -+-  (^  )   esuna 

f'uncion  de  x,  que  puede  representarse  por  la  ordenada  Y  de  una 
curva  GNH,  cuya  ecuacion  sea 


'-^'-m'-' 


por  consiguiente,  se  tiene 


i.^\/ '■*■{%)' -^'"^ 

lu  ego 

limPn^limSY^^-. 

Pero  Iim2 Yâte  es  el  ârea  AQNHB,  por  consiguiente  el  perinielro  P 
licne  un  limite  determinado,  i  que  es  independiente  de  la  ley 
segun  la  cual  disminuyen  los  lados  de  la  linea  poligonal  inscripta 
en  la  curva. 

LIamando  s  la  longitud  de  ]a  curva,  por  la  definicion  misma,  se 
lendrà 


HmP  =  l.'m2^-V''-*-(ÈJ- 


Si  consideramos  el  estremo  C  del  arco  como  fijo,  la  longitud  de 
la  curva  dependerà  del  otro  estremo  M,  i,  por  consiguiente,  sera 
una  funcion  de  la  abscisa  x  de  dicho  punto.  Fàcil  es  hallar  la  dife- 
rcncial  de  esta  funcion.  En  efecto,  por  lo  que  précède,  résulta 
que  la  longitud  s  del  arco  es  igual,  numéricamente,  a  la  super- 
ficie AGNHB,  i   esta   superficie  tiene  por  diferencial  Ydx^  es 


Jccir,  i/i+  (d^)  ^^;  luego 


6  bien 


ds  ^  \j dx^ -^  dy^ , 


AREAS    I    ABC08    DE    LAS    GURVA8    PLANAS.  137 

137.  Limite  de  la  relacion  del  arco  à  la  cuerda.  —  El  limite 
de  la  relacion  del  arco  à  la  cuerda  es  la  unidad. 

ËQ  eieclo^  coDsideremos  el  arco  MM'  que  es  el  încremenlo  A^ 
del  arco  5,  i,  representando  la  cuerda  MM'  por  C,  se  tendra 

Av  A.V  A.r 


î,  pasando  al  limite, 

ils 
,,     A^  dx  ds 

lim-rFr= ■  =:r=:-7=  =1. 


138.  Observacion.  —  La  formula 


ds  =»  v^rfj?'  4-  dy* 

déjà  indeterminado  el  signo  de  ds;  este  sîgno  debe  ser  +  6  —  se- 
guD  que  el  arco  s  crece  à  decrece  cuando  la  variable  indepen- 
diente  aumenta. 
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LECCION  XVIII. 


APLICACIONES  DEL  CAlGULO  DIFERENCIAL 
A  LA  GEOMETlliA  PLANA. 


139.  Ecnacion  de  la  tangente  à  nna  curva  plana.  —  Sean  x  éy 
las  coordenadas  rectiliaeas  de!  punto  de  contacto  M  (^/ig.  12)  de 
iina  tangente  MT  à  la  cun'a  AMC  ;  designemos  por  X  é  Y  las  coor- 
denadas corrientes  de  la  tangente;  su  ecuacion  sera  de  la  forma 

Y— j  =  a(X  —  x), 

El  coeiiciente  angular  de  una  sécante  MM'S  que  pase  por  el 

Fig.  12. 


punto  M  i  por  otro  punto  M'  de  la  curva  cuyas  coordenadas  sean 
xH- Aa;,jK4-îijK,  sera  -^;  pero  la  tangente  es  el  limite  de  la 
sécante,  cuando  el  punto  M' tiende  à  confundirse  con  el  punto  M  ; 
luego  el  coeficiente  angular  a  tendra  por  valor  lim  -r^,  î  podremos 

escrïbir 

dy 
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<le  donde  se  deduce  que  la  ecuacion  de  la  tangente  es 

Cuando  la  curva  es  determinada  por  una  ecuacion 
el  valor  -~-  se  oblîene  por  la  formula 

dv d:r 

dx  df 

i,  por  consiguienle,  la  ecuacion  de  la  tangente  se  convierle  en 


o  bien 


♦ 


£,X-,)H-|(ï-„=,. 


140.  Ecuacion  de  la  normal  à  una  curva.  —  La  normal  à  la 
curva,  6  la  perpendicular  à  la  tangente  en  el  punto  de  contacto, 
tendre,  en  el  caso  de  los  ejes  rectangulares,  la  ecuacion 

Si  los  ejes  son  oblicuos,  i  hacen  un  àngulo  0,  la  ecuacion  de 
esta  normal  sera 

^  ^j'H-</^cosO  ' 

441.  Longitudes  de  las  Uneas  llamadas  tangente,  subtangente^ 
normal  i  subnormal.  —  Se  entiende  por  longitud  de  la  tangente 
i  de  la  normal  las  partes  de  estas  lineas  comprendidas  entre  el 
punto  de  la  curva  i  el  eje  de  las  abscisas  ;  las  proyecciones  de  estas 


i6o 
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mismas  lineas  sobre  el  mismo  eje  toman  e1  nombre  de  sublan- 
gente  \  subnormaL 

Supongamos  los  ejes  rectangulares ;  sean  M  {fig*  i3)  el  punlo 
de  coQtaclo,  MP  su  ordenada,  T  I  N  los  puntos  en  que  la  tangente 

Fi  g.  i3. 


i  la  normal  encuentran  al  eje  de  las  x.  Tendremos,  para  la  Ion- 
gitud  MT  de  la  tangente, 


^^  __y\/d.r^  -h  fi 


.^« 


MT  = 


df 


para  la  longîtud  MN  de  la  normal, 


dx 


para  la  subtangente  TP, 


TP  = 


ydx 


/^ 


I,  en  fin,  para  la  subnormal  PN, 


^  dx 


,  "  t 


i  42.  Fôrmnlas  que  dan  los  senos  i  cosenos  del  àngnlo  que  forma 
la  tangente  à  nna  cunra  con  el  eje  de  las  or.  —  La  introduccion 
de  la  diferencial  ds  da  espresiones  sencillas  para  el  coseno  i  elseno 
del  angulo  a  que  la  tangente  à  la  curva  hace  con  el  eje  de  las  x, 
Pero  conviene  définir  con  précision  el  angulo  de  que  se  trata. 
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[maginemos  que  por  el  punto  M  {fig>  i4  )  de  una  curva  AB  se  tire  la 
tangente  MT,  i  que  à  este  punto  se  trasladen  los  ejes  de  las  a;  i  de  las 
Y  paralela mente  â  si  mismos  ;  despues  consideremos  una  recta  môvil 
coincidiendo  en  el  origen  del  movimiento  con  la  parte  positiva  del 
eje  de  las  x^  i  que  se  eleve  hàcia  la  parte  positiva  del  eje  de  las  jk, 
girando  sieinpre  en  el  mismo  sentido.  Si  se  désigna  por  a  el  àngulo 
comprendido  entre  o®  i  36o®  que  ha  sido  asi  descrito,  cuando  la 

Fig.  j4. 


recta  môvil  coincide  con  una  ù  otrà  de  las  dos  direcciones  de  la 
tangente,  es  claro  que  esta  direccion  sera  completamcnte  deter- 
mînada  cuando  el  àngulo  a  sera  conocido.  Esto  entendido,  se 
tiene,  suponiendo  los  ejes  rectangulares, 


dv 
tanga  =  ^, 


por  consiguiente, 


tan  S'a  dr  dv 

sena=  ^ =^  --===  =  --f , 

yi-htang'a       \Jdx' -\- dy^       «* 


cosa  = 


dx 


y/TVtang'a       \Jdx^  -t-  dy^ 


dx 
ds 


Como  en  estas  formulas  nada   détermina  el  signo  del  radical 

^dx^  H-  dy^  6  dsj  se  entiende  que  ellas  se  refieren  à  una  6  &  otrn 
de  las  dos  direcciones  de  la  tangente,  segun  que  se  tome  el  signo  + 
6  el  siguo  — . 


143.  Definicion  i  ecuacion  de  la  cicloide.  —  La  cicloide  es  la 


11 
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curva  engendrada  por  un  punto  dado  de  una  circunCercncia  que 
rueda  sin  resbalar  sobre  una  recta  fija. 

Tomemos  por  eje  de  las  x  la  recta  AX  {fig*  i5)  sobre  la  cual 
rueda  la  circunferencia  dada,  i  por  origen  uno  de  los  puntos  A  de 
dicha  recta  con  los  cuales  el  punto  generador  viene  &  coincidir. 

Como  el  movimiento  del  circnlo  môvil  puede  perpetuarse  inde- 

Fig.  i5. 


finidamente,  la  cicloide  se  compone  de  una  infinidad  de  ramas 
iguales  entre  si  i  situadas  à  un  mismo  lado  de  la  recta  AX, 

Busquemos  la  ecuacion  de  la  curva. 

Scan  AP  =  a?,  MP  =^,  las  coordenadas  de  un  punto  M  del  lugar, 
i  supongamos  que  H  sea  el  punto  de  contacto  del  circulo  generador 
con  AX,  en  su  posicion  actual. 

Juntemos  el  punto  M  con  el  centro  O  del  circulo,  i  bajemos  la 
perpendicular  MI  sobre  el  di&metro  GH.  Se  tendra 

cr^rA^H      PH  -AH   -Ml, 
7--- OH      01; 

si  se  représenta  por  a  el  radio  del  circulo  generador,  por  9  el 
ângulo  formado  por  la  direccion  del  radio  OM  con  la  direccion 
OH,  que  es  la  de  las  y  negativas,  podrà  escribirse 

MI  =  asen(p,         0I--  acoscp; 

por  otra  parte  la  linea  AH  es  igual  à  la  longitud  del  arco  de  circulo 
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MH  =  a^ ,  segiin  la  definicion  de  la  cicloide;  luego 

ix  -r:a((p  — senç), 
^  ^  \  y  —  a{i   -cosq)), 

l  se  obtendrân  todos  los  puntos  de  la  curva  dando  à  9,  en  eslas 
fërmulas,  lodos  los  valores  compreadidos  entre  —  00  i  +  00. 
La  segtinda  de  las  formulas  (1)  da 

a  —  y                              a  —  y 
(2)  C099—  —i         9=:arcco5 '—y 

i,  por  consiguienle, 


(3)  senç-   "- — ^'\ 

sustitujendo  estos  valores  en  la  primera  formula,  se  obtienc 

a 


(4)  j?=:aarcco9 ^'^ay  —  y 


2 


debiendo  tomarse  el  radical  con  uno  ù  otro  signo. 

La  ecuacion  (4)  es  la  de  la  curva  entre  las  coordenadas  x  q  y\ 
pero  no  hay  ventaja  alguna  en  sustituirla  â  las  formulas  (i),  i  con- 
servaremos  estas. 

144.  Tangente  i  normal  à  la  cicloide.  —  DIferenciando  las  ecua  - 
ciones  (i)  résulta 

.w  l  dx  =  a  (i   -  cos«p)  rfç, 

\dy  ^^  asentfdff. 

La  espresion  de  la  subnormal  N'  es,  en  virtud  de  las  formulas 
delnM4i, 

(6)  Ji'=:y'^z=zasen^-PH. 

De  aqui  résulta  que  MH  es  la  normal  â  la  curva  i  M  G  la  tangente, 
es  decîr,  la  recta  que  une  el  punto  M  con  el  punto  G  diamétral- 
mente  opuesto  al  punto  H. 

Por  medio  de  la  ecuacion  (3),  la  espresion  de  la  subnormal  N' 
puede  ser  puesta  bajo  la  forma 

(7)  N'rirv^ï^-^i 
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i,  como  la  normal  N  es  îgual  â  y/N'*  -h^*,  se  tîene 


ô  bien 

(8)  N  =  a  asen  -«p.       ^ 


145.  Ecnacion  diferencial  de  la  cicloide.  ~  Si  en  la  formula  (7) 
en  lugar  de  N'  se  escribe  su  igual  ^  ^i  se  obtendrà  la  ecuacion 
diferencial  de  la  cicloide 


^^^  a^-y^T — 

Algunas  veces  conviene  referir  la  curva  de  la  cicloide  à  ejes 
coordenados  que  tengan  el  origen  en  el  vértice  C,  i  por  direcciones 
las  direcciones  CG  i  CD.  Es  preciso  entônces  reemplazar  en 
nuestras  formulas  x  por  %a  '\'  x  k y  por 2 a  —  y\  si  se  hace  este 
cambio  en  la  ecuacion  (9),  esta  se  convierte  en 


/     \  jdv         /     V 

(10)  -—=4/  : 


dx 


No  se  ha  cambiado  el  signo  en  el  primer  miembro,  porque  el 
signo  del  segundo  miembro  queda  indeterminado. 

146.  Asintotas.  —  Se  dice  que  una  Ifnea  recta  es  asintota  de 
una  rama  de  una  curva,  cuando  la  distancia  de  un  punto  de  la  curva 
à  la  recta  tiende  hàcia  cero,  &  medida  que  el  punto  se  aleja  inde- 
finidamente,  quedando  siempre  sobre  la  curva.  Fàcil  es  ver  que  la 
asintota,  en  gênerai,  es  el  limite  de  una  tangente  à  la  curva, 
cuando  el  punto  de  contacto  se  aleja  indeiinidamente. 

En  efeclo,  consideremos  una  rama  de  curva  que  se  estienda 
indefinidamente,  i  que  tenga  por  asintota  una  recta  no  paralela  al 
eje  de  las  y^  represenlada  por  la  ecuacion 

(I)  Y^^-x^-A, 

siendo  g  i  h  valores  iinitos. 
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La  distancia  del  punto  (x^y)  de  la  curva  à  esta  recta  sera 

(y  —'  gx  —  h)  sen ô 
^1  -H  a^cosO  -h^* 

designando  6  el  âogulo  de  los  ejes  coordenados. 

Esta  espresion  debe  tender  hâcia  cero  cuando  x  tiende  hàcia 
infini to;  se  tendra  pues, 

representando  e  una  cantidad  que  se  anula  para  ^7  =  00. 
De  esta  ecuacion  se  deduce 

i,  para  a;  =  00, 

(a)  «^^W»»^- 

su 

Por  otra  parte  tenemos 

A  =  Cr  — 5'^)  — «, 

i,  por  consiguiente, 

(3)  h  =  ïim{y--'gx). 

Estas  ecuaciones  (a)  i  (3)  permiten  determinar  las  constantes 
^  i  A  de  la  ecuacion  de  la  asintota. 

El  limite  de  -^  >  cuando  x  éy  crecen  bas  ta  el  infinito,  se  obtiene, 

X 

como  se  sabe,  por  la  ecuacion 

dy 

X  \  dœ 

\f  por  consiguiente, 

Pero  la  ecuacion  de  la  tangente  puede  ponerse  bajo  la  forma 


^=%^- {'-'%) 
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i  esta  formula  tiene  por  limite  la  de  la  asintota  (i),  cuando   el 
punto  (^,  y)  se  aleja  indefinidamente. 

d'Y  Q  V 

Esta    conclusion   supone  que  -r-  ^  y  —  ^  J,-  tengan   limites 

determinados  ;  de  otra  manera  la  asintota  no  sera  el  limite  de  las 
tangentes. 

Tal  es  el  caso  de  la  curva  representada  por  la  ecuacion 

.  T»       «  H-  sen  X 

La  recta 

yz=zkx  -hB 

es  una  asintota  de  la  curva,  puesto  que  se  tiene 

g  —\im^  ^:zK        i         A~lfm(/  —  gx)^-^. 

Pero  esta  asintota  no  es  limite  de  las  tangentes;  porquc  la  ecua- 
cion de  la  tangente  que,  en  este  caso,  es 

cosa;       a-i-8ena7\--       „  2  (a  4- sen  a?) 


/  .        cos  X       a -h  sen  x  \ 

\  X  X*         J 


X  -+-  B  -—  cos  X  + 


X 


no  tiene  valor  determinado  para  ^  r^  00,  a  causa  del  termine 
—  cos  X  que  no  tiende  hàcia  un  limite  fijo  cuando  x  crece  indefi- 
nidamente. 

147.  Obseryacion.  —  Las  asintotas  paralelas  al  eje  de  las  x  cor- 
rcsponden,  en  gênerai,  àlos  valores  de 

lim~-=o        i        livaly  —  a? -~  |  :=:  cantidad  finita. 

Las  asintotas  paralelas  al  eje  de  las  j^  resultan,  en  gênerai,  cuando 
se  tiene 

"°(f)=°  *  ''"(s)=- 


Km {  X  --  Y  -.—  I  =  cantidadfinîta. 
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i48.  Ejemplos.  —  I.  Tomemos  la  ecuacion  de  la  elipse 

Sa  ecuacion  diferencial  es 

dy  b        X 


dx  a^a}  ^x*\ 

dy 
para  valores  de  x  majores  que  a  el  valor  de  -^  es  imaginario,  luego 

la  elipse  no  tiene  asintotas. 

II.  Tomemos  la  ecuacion  de  la  hipérbola 


Su  ecuacion  diferencial  es 


y- 

-4- 

a  ^ 

a2. 

tl  es 

dv 

■  H- 

b        or 

• 

dx 

«  V  .2?*  - 

-a»' 

"      ,    ,  dv 

para  hallar  el  limite  de  --f-  cuando  ^  =  00,  dividiremos  numerador 


dx 
i  denominador  por  x^  i  résulta 

dv       .    b 
dx 


«      /         à^ 

S/'-^x^ 

luego 

y,    dy  b  h 

dx  a  °  a 

Por  otra  parle  se  tiene 

b  .b(  ^ \  ab 


sjx'  —  a'  -4-  X 

cuyo  limite,  para  x  =  QOf  es  cero.  Luego  la  hipérbola  tiene  dos 
asintotas,  cuyas  ecuaciones  son 

a 
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149.  Concavidad  i  convezidad  de  las  cunras.  —  Se  dice  que 
una  curva  AB  (Jig.  i6)  es  côncava  en  uno  de  sus  puntos  M  res- 
pecto  à  una  recta  dada  CD,  cuando  las  dos  ramas  de  la  curva  AM 
i  MB  que  pasan  por  dicho  punto  M  estàn  înicialmente  contenidas 
dentro  del  ângulo  agudo  MCD  formado  por  la  linea  dada  i  la  lan- 

Pig.  i6. 


gente  â  la  curva  en  aquel  punto.  Si  por  el  contrario  dichas  ramas, 
como  MA'  i  MB',  estàn  inicialmente  fuera  de  este  ângulo,  se  dice 
que  la  curva  es  convexa  en  aquel  punto  respecto  é  la  linea. 

ISO.  Caractères  de  la  concavidad  6  convexidad  de  una  curva. 
—  Sea  M  (  fig.  I  <^  )  un  punto  de  una  curva ,  cuyas  coordenadas  son 

Fig.  17. 


Y 

Ô  P'  P  P'  X 


â?,^.  Tracemos  la  tangente  MX  en  dicho  punto.  Si  en  el  punto  M 
la  curva  es  convexa  respecto  al  cje  de  las  x^  las  ordenadas  de  la 
curva  correspondientes  à  las  abscisas  x  ±  h^  deben  ser  mayores 
que  las  ordenadas  correspondientes  de  la  tangente  en  M,  siendo 
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h  un  valor  cualquiera  comprendido  entre  o  i  un  limite  finito,  por 
pequeno  que  sea. 

Si  la  curva  es  côncava  {fig*  i8),  las  ordenadas  de  la  curva  deben 
ser  menores  que  las  de  la  tangente. 

Sea  WV  {fig.  17  i  18)  la  ordenada  de  la  curva  corïespondîente 


Fig. 

18. 

Y 

F 

^' 

W 

^v 

^/ 

JM' 

0 

1 

*•          1 

» 

>• 

y 

à  la  abscisa  x-\-  h.  Se  tendra 

^       dx  3t/a?*  ' 

î,  puesto  que  la  ecuacion  de  la  tangente  es 

se  tendra  para  el  punto  cuya  abscisa  es  a;  +  A 


de  donde 


^^'^y^-%h^ 


2  dx^ 


.    .  d}y 


Se  ha  demostrado  (n®87)  que,  si  h  es  bastante  pequeno,  i  si-r-^ 

ux 

no  es  cero,  el  valor — ;7^es  mayor  que  R,  por  consiguîente,  en 


a  dx 


este  caso,  la  diierencia  M'P' —  R'F,  para  un  punto  M'  de  la  curva 
cerca  del  punto  M,  ja  sea  de  un  lado,  ja  sea  de  otro  de  este  punto, 

tendra  el  mîsmo  signo  que  -f-^y 
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LuegOy  si  se  tiene 

las  ordenadas  de  la  curva  son  majores  qae  las  de  la  tangente  en 
la  inmediaciôn   del  punto,  i  la  curva  sera  convexa  en  este  punto 
respecto  al  eje  de  las  x. 
Si  al  contrario 


d}y 
— '^  <r  o 

las  ordenadas  de  la  tangente  son  majores  que  las  de  la  curva,  i 
esta  sera  côncava  en  el  punto  M  respecto  al  eje  de  las  x. 

Lo  que  acabamos  de  decir  supone  que  la  ordenada  del  punto  M 
sea  positiva.  Si  fuese  negativa,  es  decir,  sî  el  punto  estuviesc 
debajo  del  eje  de  las  x^  la  curva  séria  convexa  ô  côncava,  segun 
que  se  tuviese 

Los  dos  casos  pueden  comprenderse  en  un  solo  enunciado  :  una 
curva  es  convexa  6  côncava  respecto  al  eje  de  las  x,  en  unpunlo 

dadOj  segun  que  y  i  -r^  son  del  mismo  signo  6  de  signos  con- 
traries. 

151.  Punto  de  inflexion.  —  Se  Uama  asi  un  punto  en  el  cual  la 
tangente  es  sesgada  por  la  curva.  Encontremos  las  condiciones  que 
delerminan  la  existencia  de  este  punto.  Sea  M  {fig-  19)  este 
punto.  Tracemos  la  tangente  MT  à  la  curva  ;  como  precedente- 
mente,  se  tiene 

h*  d*v 
M'P'-R'P=^^4-R. 

2  dx' 

Si  — ^  no  es  cero,  la  diferencia  M!V — R'P'  sera  siempre  del 

mismo  signo  que  -r-—»  sea  h  positivo,  sea  h  negativo;  luego,  para 

que  la  curva  sea  cortada  por  la  tangente,  es  necesario  quesetenga 

d^y 
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Esto  entendido,  podrà  escribirse 

espresion  que  cambia  de  signo  al  mismo  tiempo  que  h  sîempre 
que 

DO  sea  nulo.  En  el  caso  en  que  lo  fuera,  se  dcmostraiia  del  mismo 

Fig.  19- 


Y 

A 

f 

Y 

0 

p*    1 

»      1 

r          X 

modo  que  -7-^debe  tambien  ser  cero.  Eu  gênerai,  si  para  uneierto 

valor  de  x  se  anulan  varias  derivadas  consecutivas,  empezando  desde 
la  segunda,  es  necesario,  para  que  haya  inflexion,  que  la  primera 
derivada  que  no  se  haga  cero  sea  de  6rden  impar. 

1S2.  Ejeuplos.  —  I.  Sea  la  curva  representada  por  la  ecuacion 

en  la  que  se  supone  m  entero  i  positivo. 
Las  sucesivas  derivadas  de  la  funcion  son 


dv 


;-i    ^y 


^^;na;'»-S     ^,^.m(/n-i)^--», 


d"^y 
dx"^ 


=:  I  .2.3   ...   //«, 


las  cuales  se  anulan  para  a?  =^  o,  raénos  la  ùltima,  que  tiene  un 
valor  constante  i  positivo. 

Si  m  es  impar,  como  la  ûnica  derivada  que  no  se  reduce  à  cero 
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paraj;  =:  o  es  de  ôrdeo  impar,  la  curva  liene  un  punlo  de  înQexioa 
en  el  orîgen. 

Si  m  es  par,  no  hay  inflexion,  i  la  ordenada  en  el  origen  cor- 
responde à  un  minimo. 

En  ambos  casos,  la  curva  présenta  su  convexidad  hàcia  el  eje  de 

las^,  puesto  que^  i  -^-^  son  siempre  del  mismo  sîgno  para  cual^ 
quier  valor  de  x. 
II.  La  curva 

I  —  X 

tiene  una  inflexion  parax  =  3,  puesto  que 

â^y      2(3  — d?) 


dx*'^ 

0?* 

se  hace  cero  para 

dicho  valor  de  x. 

III. 

La  curva 

^=^*- 

-a^ 

tiene  dos  puntos  de  inflexion  para  j;  =  ±:  i  /  ^ 


lyercicios. 

1.  Encontrar  la  subtangente  de  la  curva 


X  =  e    y 
So  lue  ion  : 

x—y' 

2.  Demostrar  que  la  tangente  à  la  curva 

yi  =  (x  —  ay  {x  —  c) 

es  paralela  al  eje  de  las  x  en  el  punto  para  el  cual  x  =  — ^ —  • 

3.  Encontrar  la  asintota  de  la  curva 
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Solucion  : 

h 

•^  a 

4.  Demostrar  que  en  la  curva 

a     y      X 

hay  un  punto  de  inflexion  para  rr  =  -7-  • 

4 

5.  Demostrar  que  en  la  curva 

1        j         1 

la  longitud  de  la  parte  de  la  tangente  comprendida  entre  los  ejes  coorde- 
nados  es  constante. 


•74 
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LECCION  m. 


CURVATURA  DE  LAS  CURVAS  PLANAS. 


483.  Cunratiira  de  un  arco  de  curva.  —  Se  llama  curvatura 
de  un  arco  de  curva  plana  AM  (fig^  20),  que  no  présenta  nin- 
guna  inflexion^  el  ângulo  SIT  que  hacen  entre  si  las  direc- 
clones  de  las  tangentes  A.S,MT,  tlradas  por  las  estremidades 
del  arco. 

Este  ànguIo  es  el  que  séria  engendrado  por  una  recta  môvil 
pasando  por  un  punto  fijo,  i  cujas  direcciones  sucesivas  (uesen 

Fig.  ao. 


paralelas  à  las  tangentes  tiradas  por  los  diferentes  puatos  del  arco 
AM.  Representemos  este  àngulo  por  j. 

Si  el  estremo  A  del  arco  es  fijo,  i  que  el  otro  estremo  M  varia, 
la  curvaturâ  9  sera  variable,  i  crecerà  con  el  arco  s,  mientras  este 
arco  no  présente  inflexion. 

La  diferencial  d^  de  la  curvaturâ  j  del  arco  AM  se  llama  el  dngulo 
de  contingencia  en  el  punto  i\i. 


i 
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184.  Curvatura  média.  --  Se  llama  curvaiura  média  de  un 
arco  de  corva  ÂM  la  relacion  -  de  la  curvatura  absoluta  à  la  longi- 
lud  del  arco. 

iS5.  Curvatura  de  una  cunra  en  un  punto  dado  —  Se  llama 
curçatura  de  una  curva  en  un  punto  M  el  limite  hâcia  el  eu  al 
tiende  la  curvatura  média  de  un  arco  infinitamente  pequoiio  en 
que  M  es  uno  de  sus  estremos. 

Esto  entendido,  si  représentâmes  por  s  la  longitud  de  un  arco 
terminado  en  M  i  contado  à  partir  de  un  origen  arbitrarlo  A,  por 
(7  la  curvatura  del  arco  AM,  el  limite  hàcia  el  cual  tiende  la  relacion 

Ai' 

cuando  Aj  tiende  hàcia  cero,  es  'o  que  se  llama  la  curvatura  de  la 
curva  en  M. 

Gualquiera  que  sea  la  variable  que  se  considère  como  indepen- 
diente,  el  limite  de  que  se  trata  es  igual  à 

d^ 
ds' 

i,  por  consiguiente,  la  curvatura  de  una  curva  en  un  punto  dado 
es  la  relacion  del  àngulo  de  contingencia  à  la  diferencial  del  arco. 

Fig.  21. 


En  el  circulo  {fig-  21)  la  curvatura  de  un  arco  es  evîdentemente 
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îgual  al  àngulo  en  el  ceotro  que  corresponde  al  arco,  i  la  curva- 
tara  média  es  igual  al  valor  inverso  del  radio. 

En  efecio,  arco  AM  =  R(7  (representando  a  el  arco  trazado  con 

un  radio  i),  i,  por  lo  tanto,  tt?  ^  r  *  ^^^^  resultado  se  aplica  à  un 

arco  cualquiera,  finito  à  infinitamente  pequeûo;  luego  la  curvatura 
en  los  diferentes  punios  de  una  circunferencia  es  constante  é  igual 
al  valor  in  verso  del  radio. 


186.  Radio  decurvatura.  —  Se  Uama  radio  de  curvatura  en 
un  punto  dado  de  una  curva  el  radio  del  cîrculo  cu^a  curvatura  es 
igual  à  la  de  la  curva  en  dicho  punto.  Este  circulo  se  Uama  circula 
de  curvatura. 

De  lo  espuesto  se  deduce  que,  representando  por  R  el  radio  de 
curvatura,  tendremos 


dn 
ds 


1 
R' 


de  donde 


■'=^- 


Busquemos  ahora  los  valores  del  àngulo  de  contingencia  i  del 
radio  de  curvatura  en  funcion  de  las  coordenadas  de  la  curva. 
Scan  ao  i  ût  (fig-  22)  los  àngulos  formados  por  las  tangentes  AS, 

Fig.   33. 


MT  con  el  eje  de  las  abscisas  positivas;  se  tendra  evidentemente 

±:<s==:(i  —  ao,         de  donde        die/«j  =  ûfet; 


pero 


•*"8«  =  £'     / 


>:.-  ^' 
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por  consiguiente,  diferenciando, 

d%         dxd^Y — dyd^x 
cos*a  dx'  ' 

In  ego 

_,     ,         ,         dxd}y  —  dyd^x 
±:d(s=:  rta  :=  •        ^  • co8*a. 

Por  otra  parte  se  tiene 

I  dx  ,  ,         

cosa— -— z^  —  1         ds  —  ./^j^t^,iyt. 

V^i4-tang*a       \/dx'-^dy^  *  -^    * 

lu  ego 

,     ,         dxd^Y — dvd^x 


3 

(2)  R=: 


dx  d-y  —  dy  d*x 
Ileinos  suprimido  el  doble  sigoo  en  el  segundo  miembro  de  esta 

iiltima  formula,  porque  el  signo  de  (cfcc^  +  4y^Y  ^^  J^  ^^  P^^  *' 
iodeterminado,  Este  signo  debe  ser  escogido  de  manera  que  el 
valor  de  R  sea  posîtivo. 

En  las  formulas  (  i  )  i  (  2)  la  variable  independiente  no  esta  desig- 
nada;  si  se  toma  kx  como  variable  independiente,  se  tendra 

dx'* 

(3)  :hdis^=idoL=z t-t^^ 

dy- 


I  -f- 


dx' 


(4)  R  = 


dylY 
dx'J 


d^ 
dx'- 


1S7.  Centre  de  cunratura.  —  Siendo  dadaunacurva  AB(y7^.  23), 
Iracemos  la  tangente  MX  en  el  punto  M,  i  construyamos  el  circulo 


11 
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de  curvatura  de  manera  que  pase  por  ei  punlo  M,  que  sea  tangenlc 
à  la  recta  MT,  i  que  esté  colocado,  con  relacion  à  esta  tangente, 
dei  mismo  lado  que  los  puntos  de  la  curva  inmediatamente  cerca 


Y. 


0 


Kig.  23. 


del  punto  M.  El  centro  C  del  cîrculo  se  encontrarà  entonces  sobre 
la  normal  en  el  punto  M.  Este  centro  se  llama  el  centro  de  curva- 
tura relativo  à  este  punto. 


158.  ÏEOREMA.  —  El  centro  de  cur\?atura  de  una  curs^a  en 
un  punto  dado  es  el  limite  del  punto  de  interseccion  de  la 
normal  tirada  en  este  punto  con  la  normal  infinitamente  cerca. 

Scan  :r  é^  las  coordenadas  de  un  punto  M  de  una  curva  dada, 
rcfcrida  à  ejes  rectangulares.  La  ecuacion  de  la  normal  en  M  sera 


(•'i) 


(X-^)  +  (Y-j)^  =  o. 


llepresentémosla,  para  abreviar,  por  V  =  o.  Para  obtener  la 
ecuacion  de  la  normal  tirada  en  otro  punto  M',  cu^^as  coordenadas 
sean  x  +  Aa:,  y  -h  A^,  bastarâ  reemplazar,  en  la  ecuacion  prece- 

denle,  a:,  y,  y-  por  x  4-  A^,    y  -h  A^,  -^  +  A  -^  ;  la   ecuacion 

asi  ol3tenida  sera 

V  +  AVrrO. 
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El  punto  de  interseccioD  de  las  dos  normales  sera  dado  por  las 

ecuacîones 

V  =  o,        V-+-AV  =  o 

o  bien 

Vi=:o,        AVrzo, 

6,  en  fin,  por 

Supongamos  ahora  que  el  punto  M'  se  acerque  indefînidamentc 
al  punto  M,  el  punto  de  interseccion  de  las  normales  tenderu  hacia 
un  limite  C,  cuyas  coordenadas  seràn  determinadas  por  las  ecua- 
cîones 

ax 

La  primera  no  es  otra  cosa  sino  la  ecuacion  (5),  î  la  segunda  so 
deduce  de  esta  dlferenciàndola,  considerando  à  X  i  à  Y  como  cons- 
tantes. Esta  diferenciacion  da 


(^) 


Si  representamos  por  X\  ,^V(  las  coordenadas  del  punto  C,  se  tendra, 
por  las  ecuacîones  (5)  i  (6), 


( 


dy'\  dy  dy^ 

,    ^  -  dx^  )  dx  dx^ 

(7)         x,~X= -^ ,  y^-y^—^ 

dx*  dx- 


Sumando  niiembro  à  miembro  estas  dos  ùltimas  ecuacîones^  des- 
pues  de  haberlas  elevado  al  cuadrado,  résulta 

/      dÇ^y 


\dx*  ) 


de  donde  se  signe  que  la  longitud  JVKI  es  igual  al  radio  do  curva- 
tura.  Falta  probar  que  el  punto  C  esta  del  mismo  lado  de  la  tan- 
gente que  los  puntos  de  la  curva  infinitamente  cerca  del  punto  M. 
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Para  ello  observemos  que,  por  la  segunda  formula  (7)7^4  — y  es 

del  mîsmo  signo  que  ;t-^j  ademas,  si  se  représenta  por  Y  la  orde- 

nada  de  la  taugente  IVfT  correspondiente  à  la  abscisao: -f- Ax, 
sabemos,  segun  se  ha  demostrado  en  el  n®  150,  que  la  diferencîa 

y  -h  Aj'  —  Y  tiene  el  signo  de  -r^  ;  por  olra  parte  y^  —  Y  lîene 

evidentemente  el  mismo  signo  que  y^ — y\  luego  ^i — Y  é 
y  H-  AjK  —  Y  son  tambien  del  mismo  signo,  lo  que  prueba  lo  que 
se  queria  demostrar.  Asi  el  punto  C  es  el  centro  de  curvatura. 

1S9.  Direccion  de  la  normal.  —  LIamaremos  direccion  de  la 
normal  en  un  punto  M  de  una  curva  la  del  radio  de  curvatura  en 
este  punto.  Esta  direccion  es  la  que  seguiria  un  punto  môvil  M 
partiendo  de  M  para  dirigirse  hàcia  el  centro  de  curvatura.  Esta 
direccion  sera  determinada  si  se  da  el  àngulo  Ç  que  forma  con  la 
direccion  de  la  parte  positiva  del  eje  de  las  x.  El  àngulo  Ç  puede 
variar  de  o®  à  36o^,  i  supondremos  que  sea  engendrado  de  la  misma 
manera  que  el  àngulo  a  (n^  ^^2),  es  decir,  por  una  recta  môvil, 
inicialmente  paralela  al  eje  de  las  x  positivas,  i  que  se  mueva 
siempre  en  el  mismo  sentido,  empezando  por  elevarse  hàcia  la 
parte  positiva  del  eje  de  lasj^*  En  cuanlo  al  àngulo  a,  que  figura  en 
las  formulas  del  n®  142,  sabemos  que  no  es  determinado  sino 
cuando  se  ha  fijado  el  signo  de  ds.  Aprovechando  la  indetermi- 
nacion  de  este  signo,  escogeremos  el  àngulo  a  de  manera  que  se 


tenga 


cntônces  el  àngulo  a  corresponde  à  una  direccion  determinada  de 
la  tangente,  i  las  formulas 

dx  ■=.  ds  cosa,        dy=ids  seii  a 
exigen  que  el  origen  del  arco  ^  sea  convenientemente  escogido. 

160.  Relaciones  entre  el  radio  de  curvatura,  la  diferencial  del 
arco  i  el  ingnlo  qne  forma  la  tangente  à  la  curva  con  el  eje  de  las 
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ûc.  —  Los  cosenos  de  los  àngulos  que  haoe  la  direccion  del  radio 
MC  =  R  con  las  direcciones  positivas  de  los  ejes  son, 


cos 


Ç  =  cos  (  - -ha  1  =:  —  sena,         cos  f M=:cosa; 


luego  las  formulas  (7)  del  n^  158  se  convierten  en 

j?! — x-riz  —  Rsena,        /, — ^  =  Rcosa. 

Por  otra  parle  la  diferencial  da  tiene  porvalor  (n*186) 

d\y 
dœ*' 


i  4- 


dx*- 


de  donde  se  sigue  que  el  segundo  miembro  de  la  segunda  fôr- 

dûP         ds 
mula  (7)  del  n*^  188  es  tambien  igual  a  -r-  6  â  -j-  cos  a  ;  se  tiene, 


pues, 


ds 
R  = -T-         6  ds^^RdoLi 


por  consigniente,  résulta  de  nuestras  hipôtesis  que  ds  i  doi,  son  del 
mismo  signo,  puesto  que  R  es  siempre  positivo,  i  que  dx  es  igual 
al  àngulo  de  contingencia  dtj, 

161.  Radio  de  cunratnra  de  las  secciones  cônicas.  --  La  ecua- 
cion  gênerai  de  las  secciones  cônicas  puede  siempre  ser  puesta 
bajo  la  forma 

(  I  )  /*  =  2/?a;  4-  qa^^  ; 

diferenciando  dos  veces,  se  tiene 

/    \  dy 

(a)  y^==p  +  qa;, 

Si  se  multiplican  entre  si  las ecuaciones  (i  )  i  (3)  i  del  producto  se 
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sustrae  el  cuadrado  de  la  ecuacion  (2),  se  hailani 
La  espresioD 


K  — 


d'Y 


del  radio  de  curvatura  se  convierle  en 


ir 


y 


.rfriv 


llamando  N  la  longitud  de  la  normal,  se  tîenc  (n*^  14i) 


luego 


]V» V*  -4-  V*      •^'  • 

^  -y  -^y  dx*.y 


Asr  en  las  secciones  cônicas^  el  radio  de  curvatura  es  propor- 
cional  al  cubo  de  la  normal. 

La  formula  (2)  elevada  al  cuadrado  da 

dr^ 

y^'^t'^-p^^'^p^^-^  ^'•^*  =/^'  ■+-  ^y'y 

i,  por  consiguiente, 

lo  que  permitc  espresar  el  radio  R  en  funcion  de  una  de  las  dos 
coordenadas. 

162.  Radio  de  curratura  de  la  cicloide  (Jig.  24).  —  Se  ha 
visto  (n®  145)  que  la  ecuacion  diferencial  de  la  cicloide  es 


dy  _    l'xa—y  _     l'^a       ^, 

dx      y      y  y  y        ' 
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]8S 


liiego 


a 


fxy 


suslilu^endo  estos  valores  de  ^^  i  de  -?-—  en  la  espresion  dei  radio 


cix         dx* 


de  curvatura,  se  obtiene 


R=:2v/3«x. 


Pero  se  ha  visto  (n®  144)  que  la  normal  à  la  cicloide  es 


Mil  =:y/2aj, 
liiego  el  radio  de  curvatura  es  doble  de  la  normal;  i  para  obtener 


Fi»-  2Î 


el  cenlro  de  curvatura  bastarà  tomar  sobre  la  normal  MH  una  dis- 
lancia  MN  doble  de  MH. 


lyercicios. 


{.  En  la  curva 


^  =  j?*  —  4^^  —  i8â?* 


el  radio  de  curvatura  en  el  origen  es  igual  à  — 


2.  En  la  curva 


^  =  37*4-  5a?*  -4-  6^7 


i6î 
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ei  radio  de  curvatura  en  el  origen  es  îgual  à  a2,5o6.   Enconlrar  en  que 
puDtQ  este  radio  es  infinilo. 

3.  Si  Xt  é  yi  son  las  coordenadas  dei  centro  de  curvaiura  de  la  curva 


y%  =  a*x. 


demoslrar  que  se  tiene 


•'*"-""6jsr-'     y^' — ^^ — 


-»* 


\ 


\.M 


A 


^-  '  -^ 
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163.  Evoluta.  —  El  lugar  geométrico  de  los  centros  de  curvatura 
de  los  diversos  puntos  de  una  curva  dada  es  una  segunda  curva 
que  se  Ilama  la  evoluta  de  la  primera;  i  esta,  relativamente  à  la 
evoluta,  se  llama  la  evolvente. 

Las  ecuacîoiies  ja  obtenidas 


JC*  "~~*  «37  —  — 


/          rfv'N 

^dy 

dy' 

('-^dx', 

1  d.r 

'-^dx^ 

d\y 
dx* 

) 

Ji 

y— 

d'y 
dx* 

determinan  las  coordenadas  del  centro  de  curvatura  para  el  punlo 
de  una  curva  cuyas  coordenadas  sonx  éy;  es  decir,  que  estas 
espresionesconvienen  à  unocualquîera  de  los  centros  de  curvatura, 
para  valores  determinados  de  x  i  dejK-  Por  consiguiente,  haciendo 
desaparecer  estas  vaiîables,  por  eliminacion  entre  las  ecuaciones 
précédentes  i  la  de  la  curva  dada,  no  quedarà  sino  una  relacion 
entre  x^  éyi  que  corresponderâ  à  todos  los  centros  de  curvatura  en 
cuestion,  i  que  sera,  por  lo  lanto,  laecuacion  de  la  evoluta. 

164.  Teorema  1.  —  Las  normales  a  la  evoWente  son  tangentes 
à  la  evoluta. 

En  efecto,  hemos  obtenido  anteriormente  (n®  160)  las  siguientes 
formulas 

.    .  j  a?!  =r  0?  —  Rsena, 

I^s  cantidades  que  figuran  en  estas  ecuaciones  son  funciones  de 
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la  misma  variable  independiente;  i  la  direrenciacion  da 

dxx  ^=^dx  —  R  cosa  d%  —  dK  sena, 
dyx  ^=-dy  —  R  sena  ^fa  -h  </R  cosa  ; 

por  olra  parte  se  tîeae  (n®*  i42  i  160) 

dx  =:  ds  cosa,         dy  =  ds  sen  a,         d!s  =  R  rfa  ; 

de  donde  se  deduce 

ûte  =  Rcosafl?a,         d[y  =  Rsenac?a 

ô  bien 

dx  —  Rcosae/a=:o,         dy  —  Rsenaû?a  =  o; 

i,  por  consiguieDte, 

,    .  \dXi=:  —  ^Rsena, 

(  dyi  =t/Rcosa; 


de  donde 


dyi cosa^ 

dxt  sen  a  ' 


i  conio  se  tiene,  por  las  ecuaciones  (  i  ), 

cosa__  yt—y 
sena       Xi  —  x 

résulta 

^ri_  .ri  —  r 

uX^  X  j  ~~^  X 

Esta  ùltima  relacion  iadica  que  las  normales  à  la  curva  dada  son 
tangentes  â  la  evoluta. 

165.  Teorbma  il  —  Un  arco  cualquiera  de  la  evoluta  de  una 
curva  plana  es  igual  à  la  diferencia  de  los  radios  de  curvatura 
que  terminan  en  los  estremos  del  arco  considerado. 

En  efecto,  résulta  de  las  formulas  (2) 

(3)  dx\-[-dy\  —  {dKy', 


KVOLUTAS    I    ENVOLVENTES    DE    LAS    Cl-RVAS    PLANAS. 


187 


Llamaado  Si  {fig^  ^5)  el  arco  CoC|  de  la  evolula,  contado  a 
parlîr  de  un  punto  Co^  centro  de  curvalura  correspondienle  al 
punto  Mo  ;  se  tiene 

dsx  =  )Jdx\  -h  dy\ 
i,  porla  formula  (3),  résulta 

luego,  por  el  princîpîo  del  n®  43  (Teor.  II,  cor.)  podra  escribirse 

s\  =  R  -h  constante  ; 
i,  como  para  ,V|  =  o  se  lîene  R  =  Ro,  Uamando  R©  el  radio  de  cur- 

Fig.  25. 


vatura  en  el  punto  Mo>  résulta 

o  =  Ro  -+-  constante, 


ô  bien 


•      . 


1,  por  consiguiente, 


constante  3=:  —  Rq, 


5i  =  R  —  Rq, 


lo  que  demuestra  el  teorema. 

De  este  principio  se  deduce  que  la  curva  MoM|M2,  .  .  .  puede 
describirse  por  el  movimiento  continuo  del  estremo  de  un  hilo 
estendido  que  se  hubiera  arrollado  sobre  la  curva  CoC|G2,... 
i  que  se  desarroUara  progresivamente. 
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166.  Evoluta  de  la  elipse.  ~  Sea 

(i)  a'7»4-6*ar'  =  a«6-    ' 

/  , 
la  ecuacion  de  una  elipse  referida  à  su  centro  i  à  dus  ejes.  Sus  diTr- 

renciales  son 

dx  a*  y  '  dx^  a}y^ 

Sustituyamos  estos  valores  en  las  formulas 


\         dx*  J  dx 


dv' 


I  4-  -7 


dx* 


que  determinan  las  coordenadas  del  centro  decurvatura.  Para  ello, 
hagamos 

i  se  obtiene  ^^'V'^-  a' .>- ^  T  ^t"^;  '  r^^^"^- '^"^.^''-^''K 


«/v*       a*  r*  4-  /?*  ^*       /?*  (ft^  —  c*  .r'  )       6*  -h  c*  v' 
sustitujendo  esle  resultado  en  las  formulas  (2),  se  halla 

Si  ponemos  <&  -^  .  -       ^^  **f  " -  ^"O' 


se  tendra 


ô  bien 


--  A,  -Y"  —  x>, 

a  o 


yl^  _.yi       f!  —  fi 

6'  ~"       B  '  a'  "~  A 


•    • 


1,  por  consiguientc, 
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que  es  la  ecuacioii  de  la  evolula  de  la  elipse.  Esta  evoluta  GHG'H' 
( /fo^.  26)  tiene  por  ejes  los  de  la  elipse,  î  los  punlos  G,  G'  en  que 

Fi  g.  a6. 


cncuentra  al  eje  focal  estàn  siluados  entre  los  focos  F,  F'  de  la 
elipse,  puesto'que  A  <C  c. 

167.  Evoluta  de  la  hipérbola.  —  Los  càlculps  précédentes  no 
suponen  que  b^  sea  una  cantidad  positiva;  se  aplican  igualmente 
al  caso  en  que  b^  sea  negativo,  es  decir,  al  caso  de  la  hipérbola. 

Si  se  escribe  —  b^  en  lugar  de  6^,  la  cantidad  designada  por  c^ 
en  el  numéro  précédente  tendra  por  valor 

c«  1=  a*  +  b\ 

î  las  ecuaciones  (  i  )  i  (3)  se  convierten  en 

b^x*  —  a'/'  ■=:  a*  6*, 


Xa  =. 


7l  —  — 


fs\y% 


si  se  escribe  tambien 


resultar4 


t)' -(*)*= 


1. 
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Se  reconoce  fâcilinente,  por  esla  ecuacion,  que  la  cvolula  de  la 
hipérbola  tiene  dos  ramas  înfinius  HGK,  H'G'K'  {fig.  27)  simé- 


Fig.  27. 
Y 


iricas  con  relacîon  a  los  ejes  de  la  hîpérbola  i  convexas  liàcia  el  ejc 
de  las  X. 

168.  Evolnta  de  la  paràbola.  —  La  ecuacion  de  la  paràbola 
refcrida  a  su  eje  i  â  la  tangente  en  el  vértice  es 


la  diierenciacion  da 


dy       p 


ci^y  __      p-       ô\  1*^^ 


dx^ 


de  donde 


sustîtuyendo  este  valor  en  las  coordenadas  del  centro  de  curvalura, 
résulta 


Xi  =  Zx  +/>, 

de  donde 

llevando  estos  valores  en  la  ecuacion  de  la  paràbola,  se  obtiene  la 
de  la  evoluta,  a  saber 

8  (^1  -  pY 

*    *  27  p 
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Esta  ecaacion  prueba  que  la  evoluta  de  la  paràbola  se  compone  de 
dos  ramas  infinitas  GK,  GL  {fig*  28)  que  se  reunen  en  el  piinlo 

Fig.  28. 


G  del  eje;  se  puede  ver  tambien  que  la  curva  présenta  constanle- 
mente  su  convexidad  hàcia  el  eje  de  la  paràbola. 

169.  Evoluta  de  la  cicloide.  —  La  ecuacion  de  la  cicloide  es 
(n«  143) 


(') 


x=ia  arc  cos = y  2  a  y  —  /-  y 


a 


sus  difereacîaleç  son 


dy /2  a 

dx       y    y 


i> 


dx^  /* 


Susliluyendo  estos  valores   en  las  formulas   que   detcrminan  las 
coordenadas  del  centro  de  curvalura,  se  obliene 


(2)  j  =  — j',,         ^  =  a?i  — 2v/3aj'— y« 

Eliminando  x  éy  entre  la  ecuacion  (i)i  las  ecuaciones  (2),  se 
halla 

x^-=z  a  arc  cos  — -^  -+-  y —  2  ay^  — y\ . 


(3) 


a 


Supongamos  ahora  que  se  tomen  por  ejes  las  rectas  O'X'  î  O'  Y' 
{/ig*  29),  paralelas  à  ios  ejes  primitivos  i  pasando  por  el  punto  O', 
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cuyas  coordenadas  son  OD  =  xa,  —  O'D  =  —  a  a  ;  liamemos  x\  y' 
las  nue  vas  coordenadas  de  un  punto  cualquiera  N  de  la  evoluta, 
i  se  lendrà 

sustituyendo  estos  valores  en  la  ecuacion  (3),  la  ecuacion  referlda 


a  los  nuevos  ejes  sera 

Tta  —  a?'  =  aarccos^^ h  ^J'iay'  —  y  > 

6  bien 


a 


cd 


=  a  1  w  — arccos^ j  —  \Jiay'  —  y* , 


ô  mas  simplemente 


j «— .r 


a?'=r  aarccos 


a 


^aa/— /' 


puesto  que  dos  arcos  suplementarios  lienen  los  cosenos  iguales  i 
de  signos  contrarios.  Esta  ecuacion  manifiesta  que  la  evoluU  de  la 
cicloide  es  otra  cicloide  igual,  colocada  con  relacion  à  los  ejes 
O'X',  O' Y',coino  la  propuesta  con  relacion  à  los  ejes  primitivos. 
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^     170.  Envolvente  de  una  cunra  môvil.  —  Supongamos  que  se 
teDga  una  curva  môvil  cuya  ecuacion  sea  representada  por 

en  la  que  a  es  un  paràmetro  variable.  A  cada  valor  de  a  correspon- 
derà  una  curva  determinada  de  la  especie  de  las  curvas  (i).  Si  se 
supone  que  en  su  movimiento  la  curva  movil  déjà  una  traza  sobre 
el  piano  en  que  esta,  el  limite  del  espacio  ocupado  por  estas  trazas 
se  ilama  la  envohente  de  la  curva  môvil,  es  decir,  de  las  curvas 
representadas  por  la  ecuacion  (i),  las  cuales,  relativamente  k  la  en- 
volvente, han  recibido  el  nombre  de  ençuellas. 

Se  suele  dar  tambien  otra  definicion  de  la  envolvente.  Si  secon- 
sideran  dos  curvas  de  la  série  (i),  con*espondientcs  a  dos  valores 
ai  a  +  Aa  del  paràmetro  variable,  estas  se  cortarân  en  ciertos 
puntos  m^  m\  . . . ,  que  tenderàn  hâcia  ciertos  limites  M,  M',  .  .  . , 
cuando  Aa  converge  hàcia  cero.  Si  se  hace  variar  à  a,  los  puntos 
M,  M',  . . .  describirân  una  cierta  linea  que  es  la  envolvente  ô  el 
lugar  de  las  intersecciones  sucesivas  de  la  curva  variable. 

Partiendo  de  esta  ûltima  definicion,  busquemos  la  ecuacion  de  la 
envolvente. 

Sean 

(2)  /(^,r,  a)  =  o,        f{x,y,x-^^x)=o 

dos  curvas  de  la  série  (i)  correspondientes  à  dos  valores  a  i  a  -f-  Aa 
del  paràmetro  variable.  Las  coordenadas  de  los  puntos  de  intersec- 
cion  deberân  satisfacer  â  la  ecuacion 


Si  se  hace  tender  a  Aa  hàcia  cero,  el  limite  de  la  interseccion  de 
las  dos  curvas  infinitamente  cerca  sera  dado  por  el  sistema  de 
ecuaciones 


(4)  /(<^7  7, 3t)-^o, 


dx         ^ 


puesto  que  la  ecuacion  (3)  tiene  por  limite  la  segunda  de  las  ecua- 
ciones (4).  Ahora  bien,  eliminando  a  entre  estas  ecuaciones  (4)  se 


I J 
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obtendrâ  el  Iiigar  geométrico  de  las  intersecciones  limites,  es  decii\ 
la  ecuacîon  de  la  envolvente. 

171.  Teorbma.  —  La  envolvente  de  un  sistema  de  curvas  es 
tangente  a  las  envueltas  en  coda  uno  de  los  puntos  en  que  las 
encuentra. 

En  efecto,  sea 

la  ecuacion  de  las  envueltas.  La  envolvente  es  determinada  por  el 

sistema  de  ecuaciones 

df 

(2)  /{x,y,(i)  —  o,         -j'^  =  ^' 

Para  obtener  el  coeficiente  angular  -7-  de  la  tangente  en  un  punto 

(le  una  envuella  determinada,  es  preciso  diferenciar  la  ecuacion 
(i),  lo  que  da 

Supougamos  ahora  que  se  quiera  conocer  el  coeficiente  angular 
de  la  tangente  en  un  punto  dado  de  la  envolvente.  Se  puede  tam- 
bien  tomar  la  ecuacion  (1)  por  la  de  la  envolvente,  con  tal  que  se 
considère  à  a  no  mas  como  una  constante,  sino  como  una  funcion 
de  a:  i  de  y  determinada  por  la  segunda  de  las  ecuaciones  (2).  Es 
preciso,  pues,  diferenciar  la  ecuacion  (1)  en  esta  hipôtesis,  para 

obtener  el  valor  de  -j-  que  conviene  âla  envolvente.  La  diferencia- 
cion  da 

Pero  la  segunda  ecuacion  (2),  que  liene  lugar  para  la  envolvente, 
reduce  la  ecuacion  (4)  a  la  ecuacion  (3).  Asi  se  tendra  para  la 
envolvente  i  las  envueltas 

dy  dx 


(5) 


dx  df 
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Cuando  se  trata  de  un  punto  de  iina  envuelta,  a  liene  en  la  formula 
(5)  el  valor  que  conviene  â  esta  envuelta;  pero,  cuando  se  trala 
de  un  punto  de  la  envolvente,  a  tiene  el  valor  sacado  de  la  ecua- 

dion  -j^  =:  G.  Ahora  bien,  si  se  considéra  un  punto  M  comun  à 
aa 

una  envuelta  i  à  la  envolvente,  el  valor  de  a  que  corresponde  à  la 
envuelta  sera  igual  al  que  se  saque  de  la  ecuacion  ~  =  o,  pueslo 

que  esta  ecuacion  tiene  lugar  para  el  punto  M;  luego  el  valor  de 

cIy        ■     •  .  .  •     . 

y- es  el  mismo  para  unai  otra  curva,  i,  por  consiguiente,  estas  son 

tangentes  en  el  punto  M. 

Este  principio  es  tambien  una  consecuencia  de  la  primera  défi- 
nicion.  En  efecto,  cada  uno  de  los  puntos  de  la  envolvente  se  en- 
contrarà  a  la  vez  sobre  alguna  de  las  envueltas,  pero  como  estas  no 
pueden  cortar  â  la  envolvente,  puesj  de  lo  contrario,  entrarian  en 
la  parte  del  piano  donde,por  hipôtesis,  no  deben  penetrar  ;  résulta 
que  la  envolvente  es,  generalmente,  tangente  â  las  envueltas. 

Séria  fàcil  hacer  ver  c6mo  partiendo  de  esta  propiedad  se  Uega 
à  encontrar  la  misma  régla  anterior  para  determinar  la  ecuacion  de 
la  envolvente;  lo  que  prueba  la  identidad  de  las  dos  definiciones. 

472.  Ejemplos.  —  I.  Un  haz  de  luz  formado  de  rayos  para- 
lelos  viene  â  encontrar  la  circunferencia  de  un  circulo,  Se 
(juiere  hallar  la  envolvente  de  los  raros  rejlejados^  sabiéndose 
que  el  rayo  incidente  i  el  rayo  rejlejado  forman  con  la  normal 
dngulos  iguales. 

Tomemos  por  ejes  coordenados  dos  diâmetros  OX,  OY  {fig*  3o) 
rectangulares,  siendo  OX  paralelo  â  los  rayos  incidentes.  Scan 
OP  =  acos9,  MP  =  asenç  las  coordenadas  del  punto  M  de  la 
circunferencia,  donde  cae  un  rayo  incidente  IM  ;  el  rayo  reflejado 
MR  harâ  con  el  eje  de  las  x  un  àngulo  MRX  =29,  i  la  ecuacion 
de  este  rayo  sera  ^         ^^ 

y  —  a  sen<p  =  tang2  ç(j?  —  acoscp) 

ô  bien 

i 

(  I  )  y  cos  2  (p  —  œ  sen  2  cp  -h  a  sen  ©  1=  o. 


Kj'l 
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Queda  por  eliminar  ç  enlre  esta  ecuacion  i  la  sîguîente 


a 
j'senaf  4-;r  cosa^ 0039  =  0, 


que  es  la  derivada  de  la  ecuacion  (i)  con  relacion  à  ^ .  Resolviendo 


eslas  dos  ecuaciones  con  relacion  à  a:  i  à^,  résulta 


J?rz:  y  (3  COSip  —  COSS^), 


a 


y  z=  j(3sen<p  —  senS^p). 

Esta  envolvente  es  lo  que  en  Rsica  se  llama  una  cdustica  por 
re flexion. 


H.  Sea  el  circulo  variable  representado  por  la  ecuacion 


(0 


{x^^<xY  4-^*z=  2  A*a. 


Derivando  con  relacion  a  a  résulta 

—  (  r  —  a)  =::  A",         de  donde         a  =  ^  4-  A*. 

Suslituyendo  este  valor  en   la  ecuacion  (i),  se   tiene,  para    la 
envolvente,  la  ecuacion 

y2  —  2  kœ  =  A*, 
que  représenta  una  parabola. 
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Bjercicios. 

1.  Hallar  la  evoluta  de  la  curva 

Solucion  : 

8  I  aj»  =  i6(2a  dr  /a»  — 6aar^*(zt:  /«*  —  baa-  — a). 

2.  Hallar  la  evoluta  de  la  curva 


Solucion  : 


*       1       i 

x%-\-yz  =  ai. 


t  11 


3.  ËncoDtrar  la  envolvente  de  las  rectas 

X      y 
a       o 

siendo  a'  4-  6*  =r:  â  una  constante  =  A:*. 

Solucion  : 

1       1      ,1 

xz  -^-yz  =  kz. 
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LECCION  XXL 


TEORIA  DEL  COXTACTO  DE  LAS  CURVAS  PLANAS, 


-'   173.  Diferentes  drdenes  de  contacto.  —  Se  dice  «pie  dos  curvas 

lieoeD  un  contacta  del  orden  n  en  un  cierto  panto  comon, 
caando  la  dîferencia  de  las  ordenadas  de  estas  cuiras,  correspon- 
dîentes  a  un  anmento  mfinîtamente  pecpieno  de  la  abscisa  comun, 
es  un  înfinîtamente  pequeno  del  orden  /i  ~  ■  • 

Veamos  cuâies  consideraciones  conducen  à  esta  clasificacîoo. 

Sean 

las  ecuacîones  de  dos  curvas  referidas  à  dos  ejes  de  coordenadas. 
Si  se  supone  que  para  una  cierta  abscisa  x  se  tenga^'  =  Y,  la 
diferencia  de  las  ordenadas  correspondientes  à  la  abscisa  x  -r  Ax 
sera,  generalmente,  un  infini  lamente  pequeno  de  primer  orden 
al  mismo  tiempo  que  Aor.  En  efecto,  llamando  ^V|,  Y|  estas  respec- 
tivas  ordenadas,  se  tendra 


/-^ 


y^^^'-^^^-^^^ 


^"        -Y,  z=iY^^Ax-+-R' 


In  ego 


Y  -r  -\a     '—-^' 

^'   ^'-^yïïi    dx 


'-f^      ''M-R'-R 


7 

(|iie  représenta,  para  valores  infinitamente  pequenos  de  Ax,  un 
in  fini  lamente  pequeno  de  primer  orden.  Elsto  sucederà  en  el  caso 
gênerai  en  que  las  curvas  tienen,  en  su  punto  comun,  tangentes 
diferentes.  Se  dice  enlônces  que  estas  curvas  se  intersecan. 

Si  ademas  de  tener  un  punlo  comun  las  dos  curvas  son  tangentes 
una  à  otra,  es  decir,  si  ademas  de  la  condicion  j^  =  Y'  se  lieue 
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-X=  -T-,  entônces  la  diferencia  de  lasordenadas  correspondientes 
do-      dx  ^ 

&  la  abscisa  a;  -f-  Aa;  sera,  generalmenle,  un  infinitamente  pequeno 

de  segundo  ôrden.  En  efecto,  podemos  escrîbir 

dv  ^         dry  Aar'       -^ 

luego 

que  représenta  un  infinitamente  pequeno  de  segundo  ôrden.  Se 

dice  entônees  que  las  dos  curvas  tienen  un  contacto  de  primer 

orden. 

d'Y      d'Y  .  * 

Si,  ademas,  -t-~  =  t7~2>  ^^  diferencia  de  las  ordenadas 

es  de  tercer  ôrden;  i  entônees  se  dice  que  las  dos  curvas  tienen  un 
contacto  de  segundo  ôrden» 

En  gênerai,  si  para  un  valor  de  x  correspondiente  à  una  abscisa 
comun  las  derivadas  de  las  dos  curvas  hasta  las  del  ôrden  n  son 
iguales,  la  diferencia  de  las  ordenadas  Yj  — y^  sera  un  infinitamente 
pequeno  del  ôrden  «  +  i .  En  efecto,  escribamos 

„       rfY .  rf«Y  Aj;'  rf-Y  A.r»       rf»+'Y  Aa;»+'       „, 


n  H-  I 


i,  puesto  que,  por  hipôtesis,  tenemos 
résulta 


dy      dX           d\y      d'Y 

dny       ^»Y 

dx      dx  '          dx^       dx^  '           "  *  *  ' 

f/a?"  ~  dx'*  * 

^^«4-1   Vd^^^Y       t/«^-»j1 

R'  — R 
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que  représenta  un  in  fini  lamente  pequeno  del  ôrden  n  -\-  i.  En  este 
caso,  se  dîce  que  las  dos  curvas  lienen  un  contacio  del  ôrden  n* 

174.  Teorema.  —  El  ôrden  del  contacto  es  independiente  de  la 
direccion  de  los  ejes,  con  talque  el eje  de  las  ordenadas  no  sea 
paralelo  à  la  tangente  a  una  de  las  curvas  en  elpunto  comun. 

En  efecto,  sean  MB  i  MA  (Jig.  3i  )  las  dos  curvas  que  se  consî- 
dcran.  Si  por  el  punto  M'  infini tamen te  cerca  del  punto  M  comun 

Kig.  3i. 


se  tiran  dos  reclas  M'(],  M'D  de  direcciones  cualesquiera,  no  pa- 
ralelas  a  las  tangentes  en  M,  los  àngulos  del  trianguio  infinitési- 
mal M'CD  tienden  hâcia  limites  finitos,  i  la  relacion 

M^C_senM^DC 
M'D^senMCD 

tendra  tambicn  un  limite  finito;  luegoM'Ci  MI)  son  inûnitamente 
pequenos  del  mismo  ôrden. 


175.  Curvas  osculadoras.  —  Sea 


(I) 


?(^»77  «>  ^,  ^%   .••,  0 


o 


la  ecuacion  de  una  curva  conteniendo  n  +  i  constautes  arbitrarias 
a,  b,  c,  .  . .  ,  /;  de  suerte  que  esta  ecuacion  conviene  â  una  infi- 
nidad  de  curvas  de  la  misma  especie,  segun  los  valores  atribuidos 
â  dichas  constantes.  Se  présenta  entônces  cl  problema  seguienle  : 

Hallar  los  valores  que  deben  tener  dichas  constantes  para 
que  la  ecuacion  (i)  tenga  un  contacto  de  un  ôrden  determinado. 
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en  un punto  dado  {oc^y)  con  una  curva  dada  por  la  ecuacion 

(2)  Y=/(^). 

Si  el  CQiitacto  es  del  ôrden  /i,  las  constantes  à  paràmetros  arbi- 
irarios  deberân  llenar  las  n  -h  i  condicîones  sigu lentes 


dy      d\ 

d^y      d}\ 

rf«y_rf«Y 

dx       dx 

dx^        daf^ 

.  .  . , 

dx''       dx'' 

Es  decir,  que  se  tienen  n  4-  i  ecuaciones  para  determinar  las  /i  -h  1 
constantes  incôgnitas  a^b^c^  .  .  . ,  /en  funcion  de  las  ordenadas 
del  punto  de  contacto  i  de  los  coeficientes  de  la  ecuacion  (2).  De 
ahi  résulta  que,  para  cada  especie  de  curva,  el  orden  del  contacto 
es  limitado  por  el  numéro  mâximo  de  constantes  que  tiene  la  curva, 
siendo  el  ôrden  mas  elevado  igual  a  dicho  numéro  de  constantes 
ménos  1 . 

Cuando  estas  constantes  a^  b^  c^  .  .  .  ,  /  son  determinadas  de 
manera  que  se  obtenga  el  contacto  del  ôrden  mas  elevado  posible, 
se  dice  que,  entre  todas4as  curvas  de  la  misma  especie  represen- 
tadas  por  la  ecuacion  (1),  la  que  corresponde  a  estos  valores  de  las 
constantes  es  la  curva  osculadora  à  la  curva.  dada  Y  =zf[x). 

La  linea  recta  (que  es  una  variedad  de  curva)  tiene  a  lo  mas  dos 
paràmetros  :  su  contacto  elmas  intimo  es,  pues,  de  primer  ôrden; 
lo  que  se  podia  preveer,  pues  una  recta  no  puede  ser  mas  tangente 
que  otra  à  una  curva,  en  un  punto  dado. 

176.  Circule  osculador.  —  El  circulo  tiene  à  lo  mas  très  parà- 
metros :  su  contacto  el  mas  intimo  sera  de  segundo  ôrden;  i  el  cir- 
culo osculador  à  una  curva  en  un  punto  dado  es  determinado  por 
très  condiciones,  que  expresan  :  1°  que  la  circunferencia  pasa  por 
el  punto  dado;  2°  que  la  derivada  primera  es  igual  à  la  de  la  curva  ; 
3^  que  la  derivada  segunda  es  tambien  igual  à  la  derivada  segunda 
de  la  curva  dada. 

Ilallemos  su  ecuacion. 

Scan  Xs^  j'i  las  coordenadas  del  centro,  R  el  radio,  é  Y  la  orde- 
nada  corriente  del  circulo.  La  ecuacion  de  este  circulo  sera 

(I)  ^jc-x.y-^iY-y.Y'^R^. 
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Diferenciando  sucesivamente,  résulta 

(^  —  57,  )  -f-  (  Y  —  JKl  )  ^  =  o, 

Ahora  bien,  las  condiciones  de  la  osculacion  en  un  punto  {x,y) 
de  una  curva  dada  son 

^   ^  -^^  dx~dx'  dx^~ dx-' 

Si  se  reemplazan  en  las  ecuaciones  (i)  i  (2)  los  valores  sacados 
de  la  ecuacion  (3),  se  obtendrâ 

(4)  (     ^^'-^i)^(J~Ji)^  =  ^^ 

d'^Y 


dx'         '-        ^'"dx- 


Estas  formulas  determinan  las  coordenadas  (^<,  j^i  )  del  centro  i  el 
radio  R  del  circulo  osculador  en  un  punto  (^,jk)  de  la  curva  dada. 
Se  ve  que  las  ecuaciones  (4  )  son  las  mismas  que  las  que  deter- 
minan el  circulo  de  curvatura  (n°  158),  de  lo  que  se  deduce  que  el 
circulo  osculador  i  el  circulo  de  curvatura  se  confunden.  Este 
resultado  era  fâcil  de  preveerse  ;  porque  i  cuâl  es  el  circulo  que 
podria  medir  la  curvatura  de  una  linea  sino  el  que  tuviese  con  dicha 
linea  el  contacto  mas  intimo? 

EUercicios. 

1.  Encontrar  la  parâbola,   con  el  eje  paralelo  al  de  las^,  que  tenga  el 
contacto  mas  intimo  con  la  curva 

y=—^^ 

en  el  punto  en  que  x  =  a, 
Solucion  : 
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2.  Ëncontrar  las  dos  parâbolas  que,  teniendo  sus  ejes  respectivamenie 
paralelos  à  los  ejes  coordenados,  tengan  un  contacto  de  segundo  ôrden  con 
el  circulo 

en  el  punto  a?  =  a,  j^  =  aa. 
So  lue  ion  : 

(r-i«y=i«(i«-*)'  (*-fy=T'*(T«-^)- 

3.  Demostrar  que  el  cfrculo 

/         3a\«      /         3a\«      a« 

i  la  curva 

lienen  un  contacto  de  lercer  ôrden  en  el  punto  x  r=zy  =  -. 


*—* 
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LECCION  XXIl. 

APLICACIONES  DEL  CÀLCULO  DIFERENGAL  A  LA  GEOMETRIA 

DE  TRES  DLMENSIONES. 


177.  Curva  de  doble  curvatura.  •—  Se  ilama  asi  una  curva  cuyos 
puntos  no  estàn  en  un  mismo  piano. 

Una  curva  cualquiera,  existente  en  el  espacio,  queda  determî- 
nada  por  dos  ecuaciones  simultàneas 

(i)  f{x,y,z)=zo,        F(^,7,^)=o, 

que  representan  dos  superficies,  cuya  interseccion  es  la  curva 
considerada.  En  estas  ecuaciones,  generalmente,  se  toma  la  coor- 
denada  x  como  variable  independiente,  i  las  otras  dos  y  i  z  son 
consideradas  como  funciones  de  x, 

A  veces  las  coordenadas  de  la  curva  son  dadas  en  funcion  de 
una  variable  independiente  ^,  de  manera  que  se  tenga 

(2)  jc=zQ{t),         y  —  ^{t),         z  =  x3{t). 

178.  Tangente  à  una  curva  cualquiera.  —  Consideremos  una 
curva  cualquiera  referida  à  très  ejes  de  coordenadas  rectilineas  OX, 
OY,  OZ  {Jig.  Sa).  Scan  {x^y^  z)  las  coordenadas  de  un  punto  M 
de  esta  curva  i  {x  4-  Ao:,  y  H-  \y^  z-^-  ùiz)  las  coordenadas  de  otro 
punto  M'  de  la  misraa  curva.  Las  ecuaciones  de  la  sécante  MM' 
serân 

Si  el  punto  M' se  aproxinia  indefinidamente  al  punto  M,  las  rela- 
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Av    A5  ,     ,  .  .     1  f   •    1      1'    %      dy     dz 

Clones  -: — >  T—  tenderan  respectivamenle  hacia  los  limites  -j 


Ao?    Ao? 
i  las  précédentes  ecuaciones  tienen  por  limite 


dx    dx 


(3) 


^-^  =  |(^--)>         ^-^  =  Ê(^ 


x\ 


Taies  son  las  ecuaciones  de  la  tangente  à  la  curva  en  el  punto  M. 

Fig.  3a. 


P* 


Se  pueden  comprender  en  una  sola,  à  saber, 


(4) 


y.  —  x    Y— >     z 


dx 


dy 


dz 


Si  la  curva  es  dada  por  las  ecuaciones  (  i  ),  las  diferenciales  dXy 
dy^  dz  se  obtienen,  diferenciando  las  ecuaciones  (i)  que  dan 


•    dx-\-'^dy 


(.V) 


dz 


dx  ""    '  dy 

dF  ^         dF  _,        dF  ^ 

-r- dx  -{-  -j-  dy  -\ — 7--  dz  =:  o. 

dx  dy    "■         dz 


Sacando  de  estas  ecuaciones  los  valores  de  dy  i  dz^i  sustituyén- 
dolos  en  las  ecuaciones  (4),  tendriamos  las  ecuaciones  de  la  tan- 
gente. Evidentemente  el  resultado  es  el  mismo,  sacando  los  valores 
de  dy  i  dz  de  las  ecuaciones  (4)j  i  sustituyéndolos  en  las  ecua- 
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oiones  (5).  Se  tiene  asi 

g(X-.)+|(Y-^)-^f(Z_.)  =  o, 

dx^  dy^         -^  '       dz^ 

Si  la  curva  es  dada  por  las  ecuacîones  (2),  se  tendra,  por  dife- 
renciacîon. 


dx  z7=  tf' {t)  dty        dy='y{t)dt,         dz  —  x3'{t)dt, 
\  suslituyendo  eslos  valores  en  las  ecuaciones  (^),  résulta 

X_-- 9_(0  _  \  —  ^{t)  _  Z-~ry(/) 

179.  Angulos  de  la  tangente  con  los  ejes.  —  Supongamos  que 
los  ejes  sean  rectangulares,  i  Uamemos  a,  ^,  y  '^^  angulos  formados 
por  la  tangente  con  los  très  ejes  OX,  OY,  OZ. 

En  el  trapecio  MPP'M',  cuyos  lados  paralelos  son  MP  =  2, 
M'P'rrr'^  -hÂ5,  tlremos  MH  paralela  â  PP';  sea  y  el  ângulo  MM'H, 
es  decîr,  el  àngulo  que  la  secanle  MM'  hace  con  el  eje  de  las  z,  El 
Iriàngulo  rectângulo  MM'H  da 

,        A^  Ai? 

ces  y'  =:  .....  — 

'       MM' 


sJ^X'  H-  A/2  4-  A^* 
Si  t  es  la  variable  independiente,  se  puede  escribir 


cosy'  = 


As 


V    A/«  "^  b.t- 


A^* 
A^*    '    Â? 


Ahora  bien,  cuando  el  punto  M' tiende  à  confundirse  con  el  punto 
M,  la  sécante  tiende  â  ser  tangente,  por  consiguiente,  el  limite  de 
y'  es  Y)  i  se  tiene 

dz 

Tt 


cosY  = 


V 


^  dx'       dy^       dz 


-H-T7T  H- 


dt^       dt^       di 
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6  bien 

dz 


y/ûfx*  H-  dy*  4-  dz* 
Del  mismo  modo  se  encuentran  ias  formulas  siguientes 


dœ 
cosa=: 


cosP=: 


^dx'  4-  dy-  -\-  dz- 

dy 
sjdx'  4-  dy^  -h  dz^ 


180.  Piano  normal.  —  El  piano  normal  à  una  ciirva  en  un  punlo 
dado  sobre  la  misma  curva  es  el  piano  perpendicular  à  la  tangente 
en  este  punto.  Llamando  X,  Y,  Z  las  coordenadas  corrientes  del 
piano  normal  en  un  punto  M  de  la  curva  cuyas  coordenadas  sean 
{oc^y^  z)^  la  ecuacion  de  este  piano  sera  de  la  forma 

A  (X  —  x) -h  B  (  Y  —  j)  4- C  (Z  —  5)  =  G. 

Por  otra  parte  las  ecuacîones  de  la  tangente  son 

î,  para  que  el  piano  sea  perpendicular  à  esta  recta,  es  necesario 
que  se  tenga 

Bdfy  9.  —  ÉÎ' 

A      dx  A      dx  * 

luego  la  ecuacion  del  piano  normal  es 

(6)  (X  '-x)dx^  {Y  —  j)  rfj  4-  (Z  —  z)  dz  —  o. 

181.  Ecuaciones  de  una  normal.  —  Representemos  por 

Y~/=:a(X  — ^),        Z  — ^  =  ^»(X  — ^) 

las  ecuaciones  de  una  recta  cualquiera  quepase  por  el  punto  (ar,^,;s) 
de  una  curva  dada.  Para  que  esta  recta  sea  normal  a  la  curva, 
basta  que  esté  contenida  en  el  piano  normal,  es  decir,  que  satis- 
faga  â  la  ecuacion  (6).  Ëliminando  X  —  ar,  Y — y^  Z  —  z  entre  las 
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ecuaciones  (6)  i  (7),  resulla 

dv       ,  dz 
ax         dx 

ecuacion  îndeterminada,  que  nos  da  infinitos  valores  para  a  \ para  b  ; 
i  espresa  la  condicîon  de  relacion  que  dcbe  Iiaber  enlre  los  coefi- 
cientes  a  i  h^  para  que  la  recla  representada  por  las  ecuaciones  (7) 
sea  normal  a  la  curva. 

182.  Piano  tangente  à  nna  superficie.  —  Sea  M  (:r,  >-,  z)  un 
punto  cualquiera  de  una  superficie  representada  por  la  ecuacion 

(i)  f{x,y,z)  —  o. 

Podemos  imaginar  por  este  punto  una  infinidad  de  curvas  trazadas 
sobre  la  superficie.  Todas  las  tangentes  â  estas  curvas,  tiradas  por 
el  punto  M,  estan  contenidas  en  un  mismo  piano,  que  se  llama  el 
piano  tangente  à  la  superficie  en  el  punto  M.  En  efecto,  sea 

(2)  ^{x,y,z):=zo 

la  ecuacion  de  otra  superficie  cualquiera  pasando  por  M.  La  inter- 
scccion  de  las  superficies  (  i  )  i  (2)  sera  una  cierta  curva,  cuya  tan- 
gente esta  representada  por  las  ecuaciones 

(3)  g(X-.:)  +  |(Y-^)+'^(Z-.)=o, 

Pero  la  ecuacion  (3),  considerada  aisladamente,  représenta  un 
piano  que  pasa  por  el  punto  M,  i  que  contiene  â  la  tangente  determi- 
nada  por  las  ecuaciones  (3)  i  (4)9  cualquiera  que  sea  la  Aincion  9. 
Luego  todas  las  tangentes  tiradas  à  la  superficie,  por  el  punto  M, 
es  tan  contenidas  en  el  piano  (3),  que  sera,  por  consiguiente,  ol 
piano  tangente  à  la  superficie  dada  en  el  punto  M. 

Esta  ecuacion  (3)  es  susceptible  de  otra  forma.  Considerando 
â  z  como  una  funcion  Ae  x  \  de  y  y  llamemos  /?  i  9  las  derivadas 
parciales  de  z  con  relacion  kx  \ky]  es  decir,  pongamos 

dz  dz 
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Diferenciando  la  ecuaclon 

sucesivamente  con  relacioa  kxï  con  relacîon  ky^  se  leiidré 

de  (ionde  se  saca 

(5)  p^-'^-iL,      ^=-iL:iL. 

^  dx  '  dz^  ^  dy  '  dz 

\si  la  ecuacion  del  piano  tangente  podrâ  ponerse  bajo  la  forma 

6  bien 

Z  —  ^  -  /?  (X  —  j?  )  -f-  7  (  Y  —  j  ) . 

183.  Normal  à  una  superficie.  —  Se  llama  normal  à  una  su- 
perficie la  perpendicular  tirada  al  piano  tangente  por  el  punto  de 
contacto.  Todo  piano  tirado  por  la  normal  se  llama  piano  normal. 
Siendo  la  ecuacion  (3)  la  del  piano  tangente  à  la  superficie,  si  los 
ejes  son  rectangulares,  las  ecuaciones  de  la  normal  seràn  dadas  por 
la  formula 

X  —  x  __  Y— y  __  Z  — ^ 

dx  dy  dz 

Teniendo  présente  las  relaciones  (5),  la  ecuacion  de  la  normal 
puede  ponerse  tambien  bajo  la  forma  siguiente 

t    X  — a:H-/?(Z— 5)=o, 

i84.  Angulos  de  la  normal  con  los  ejes.  —  Llamando  a,  ^,  y  los 
àngulos  que  la  normal  hace  con  los  ejes,  se  tendra 

rns^  =  --         ^         j  cosp=i ^ 


>Jp'  H-  g^*  -h  1  sjp^  -\-q'  -\-  \ 

I 
COSy  :=  —  • 

V7?*  -H  <7"  -h-  I 


aïo 
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185.  Diterencial  de  un  arco  de  cnnra  de  doble  curvatura.  — 

Tomemos,  de  un  modo  arbitrario,  un  numéro  cualquierade  puntos 
E,  F, .  .  . ,  M,  M',  .  .  .  {fig.  33)  sobre  el  arco  de  curva  CMD,  i  con- 
sideremos  el  poligono  alabeado  GEF .  . .  MM' . .  .  D  inscripto  en 
dicho  arco.  Digo  que  el  perimetro  de  este  poligono  tiende  hàcia 
un  limite  determinado,  cuando  sus  vértices  se  aproximan  todos 

l'ig.  33. 


indefinidamente,  i  cuando  su  numéro  aumenta  hasta  el  infinito. 
Despues  de  haberlo  demostrado,  convendremos  en  tomar  este 
limite  como  longitud  del  arco  CD. 

Scan  (a:,  ^j  ^s)  'as  coordenadas  de  uno  cualquiera  de  los  vértices 
M,  i  (^  -h  A^,  y  -H  Av,  .s  4-  A^)  las  del  vértice  siguiente  M';  se 
lienc 


MM'  =  sjt^x-  -+-  A/*  -f-  A5-  -  Aj?  i/ 


iH- 


Aj'*        A^- 


luego,  si  representamos  por  P  el  perimetro  del  polîgono,  podemos 
escribir 


2  h  v' 


I  -H 


Ar- 
Ao;' 


bkX 


î] 


Si  A^  decrece  indefinidamente,  -r^j  -r—  tienden  bâcia  ^jz^'T^^ 


dx  dx 
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de  manera  que  se  tendra 


ut  I 


/ 


i-l- 


Ay 


siendo  a  una  fiincion  que  se  anula  con  Ao;.  De  ahi  resulla 


P=2[^V 


I  -j — -1 — I 


2(aAa); 


pero  sabemos  que 


liin^(aA;r)  =  o. 


lu  ego 


Um  P  —  Um 


2H\/-g-^J- 


SupongamoSy  ahora,  que  x  sea  la  variable  independiente  ;  en- 

dy    dz  .       /         dy*       dz*  ,  •  j       j 

lonces  -T- J  J—  i  i  /  I  -h  -r-i  -f-  -i—r  pueden  ser  considerados  como 
dx    dx     \  dx*       dx'  ^ 

funciones  de  x, 

Sea  emf  i^fig.  34)  la  curva  que,  en  un  sistema  de  coordcnadas 


Fig.  3', 

1 

Y 

e 
/ 

n 

^ 

r» 

0 

â 

H 

f       A 

^ 

X 

rectangulares,  tenga  por  ecuacion 


I        ~dy^       ^^ 


podemos  escribîr 


2hv/-£*^]=2'^-'->^ 


•À  11 
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•  • 


I,  por  consigiiienle, 


IfraPr^-l/mV  (YAx). 


Pero  el  limite  de  ^(YAx)  es  el  area  e/hg^  luego  P  tiene  un  limite 

(leterminado,  i  que  es  independiente  de  la  ley  segun  la  cual  dismi- 
nuyen  los  lados  del  poligono  inscripto  en  la  curva. 

Sea  ahora  arc  CM  =  5.  Si  Oy  =  a:,  se  tendra  miméricaraenle 

arc  CM  =-.  âreae/n^^, 
por  consiguiente, 

cis  =  (i  (area  emqg)  :~  Ydx  rr:  dx  I  /  i  - 


rlv*       dz' 


dx' 


dx- 


()  bien 


ds  :  r  \'dx^  T-  dy^  -h  dz^. 


186,  Piano  osculador.  —  Sea  CML  (Jig.  35)  una  curva  cual- 
quiera  en  el  espacio;  Consîderemos  dos  puntos  M  i  M'  bastanle 


t'ig.  35. 


Z 


/ 


iiproximados  sobre  esta  curva.  La  tangente  AIT  a  la  curva  i  el  punto 
M'  deterniinan  un  piano.  Se  llama  piano  osculador  el  limite  del 
piano  MTM\  cuando  el  punto  M'  se  acerca  indefinidamente  al 
punto  M. 

Puede  tambien  decirse  que  el  piano  osculador,  en  el  punto  M, 
es  el  limite  del  piano  que  pasa  por  dicho  punto  M  i  por  dos  puntos 
m,  W  sobre  esta  curva,  cuando  estos  iiltimos  puntos  se  acercan 
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indefiaidamente  al  primero.  Esta  definicion  esta  de  acuerdo  con  la 
anterior,  puesto  que  la  linea  Mm  tiende  à  ser  tangente  en  el  punto 
M,c,„„dolo,«spu„u„,e,p™.i„...^ 

187.  Ecnacion  del  piano  osculador.  —  Sean  X,  Y,  Z  las  coor- 
denadas  corrientes  del  piano  osculador  en  un  punto  !V1  cuyas  coor- 
denadas  son  {x^y^  z)\  la  ecuacion  de  este  piano  sera  de  la  forma 

(I)  A(X-:r)-+-B(Y-~r)-+-C(Z-^)r^o.  ^     ^  ^   -^ 

Por  otra  parte  las  ecuaciones  de  la  tangente  son  ^^^-^  ^ 

Como  esta  recta  debe  estar  toda  entera  en  el  piano  osculador, 
debe  tenerse,  cualquîera  que  sea  X  6  X  —  x^ 

A(X-:»;)  +  Bg(X-^)-HC^(X-.r)=o. 
ô  bien 

(3)  Kdx  4-  Bc(k  -h  C  t/2  .—  o. 

Sean  x  +  ^x^y  4-  Aj^  5  -f-  A^  las  coordenadas  del  punto  M'; 
sustitujendo  estos  valores  en  la  ecuacion  (i)  en  lugar  de  X,  Y,  Z, 
se  tendra 

(4)  AAJ7-+-BAj-f-GA-3i=:0. 

Representemos  por  t  la  variable  independiente  ;  se  tendra,  por 
la  formula  de  Taylor, 

dx  ^        d^x  A^-         ,  , 

Aj?  =  -7-  A/  -h  -:7-; h  a  A/*, 

dt  dl'   1.2  ' 

dy  ^         d^Y  Ai*       ^  ,  , 

dz  d^z  A/* 

dt  dt^   i  .2       ' 

siendo  a  A^',  3^^',  y  A^'  los  restos  de  las  très  séries,  que,  como 
sabemos,  deben  ser  infinitamente  pequenos  de  tercer  ôrden.  Sus-    . 
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tiluyendo  eslos  valores  en  la  ecuacion  (4)9  resulla 

^   (dx  ,         d^x  A/»  ,  /\ 

\dt  dL^    1.2  / 

„  fdv  ,         d*y  M^       ^  .  , 
^  /dz   ^         d^z  A/*  ,  ,\ 

6  bien,  à  causa  de  la  ecuacion  (3),  i  dividiendo  anibos  miembros 

A/« 
por , 

A -^ -h  B  ^  +  C  ^  4- 2  (  A  X  A  ^  4- B  p  A  ^  4- C  Y  A  0  =  o . 

En  el  limile  la  espresion  dentro  del  paréntesis  se  reduce  à  cero,  i 
enl(5nces  se  tiene 

d^x      ^  d*y      ^  d*z 

6  bien,  mulliplicando  por  dt'^^ 

(5)  Ad*x-^B  d^y  -^-Ç^d^z  —  o, 

ecuacion  que  junla  con  la  ecuacion  (3)  servira  para  delerminar 

A    B        .    . 

P>  ^-  Eliminando  B  entre  estas  ecuaciones,  se  halla 

A  {dxd}y  —  dyd^x)  4-  C  {dz  d*y  —  dy  d*z)  =r  o, 
de  donde  se  saca 

A        dy  d'Z  —  dz  d\v 
C       dxd^y  —  dyd'x 

Del  mismo  modo  se  obtiene 

B dzd^x  —  dxd^z 

C  ~  dxd^y    -dyd^x' 

i,  por  ûltimo,  se  obtendré,  para  ecuacion  del  piano  osculador, 

(dyd^z  —  dzd^y)  (X  —  a;)  4-  {dzd^x  —  dxd'z)  (Y  —  y) 

4-  {dxd^y  —  dvd^x)  (Z  —  5)  =  o. 
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Un  medio  mnemônico  para  encontrar  esta  eciiacion  es  el  si- 
guiente  :  se  escriben  las  fracciones 

dx  dy  dz  dx 

d^x  d^y  drz  d^x 

i  se  sustrae  cada  una  de  ellas  de  la  precedenle;  los  numeradores  de 
estas  diferencias  son  respectivamente  los  eoeficientes  de  Z — s, 
X  — j:,  Y— jk. 

188.  Angulos  del  piano  osculador  con  los  pianos  coordenados. 
—  Sean  X,  [jl  i  v  los  àngulos  que  haee  con  los  ejes  OX,  OY,  OZ 
una  perpendicular  MP  al  piano  osculador,  àngulos  respectivamente 
iguales  a  los  que  este  ultîmo  hace  con  los  pianos  YZ,  XZ,  XY, 

Se  tiene 

ABC 

COSÀnz-rr-)  COS[JL=t:-5  COSV  =  j- » 

sien  do 

D«  =z  \2 -4- B*  4- G», 
es  decir, 

D2.-=  i^dyd^z  -^dzdr-yY  -f-  [^dzd^x  —  dxd}zY  -\-  {dxdy  —  dyd^xy. 

El  valor  de  D^  puede  ser  puesto  bajo  otras  formas,  que  conviene 
conocer.  Hagaroos,  para  abreviar, 

dx  =  «,  dy=z  bj  dz  =  c, 

d}x=ia\        dy—b'y        d^z  =  d\ 

se  tendra 

6  bien  ^  •         ♦        , 

D«  =:  (^*«  -f-  6«  4-  c«)  (â'«  4-  6'*  4-V*)  —  (aà'+  66' -f-  cdy. 
Llamando  ds  la  diferencial  del  arco  que  termina  en  M,  se  tiene 

du-  "  rfx*  4-  dy  4-  dz^  —  a*  4-  6'  4-  c-, 
lo  que  da,  diferenciando  con  relacion  a  la  variable  independiente 
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^,  i  dividiendo  por  2 

dsd^s  =  dxd^x  -+-  dyd^y  -h  ûfecpjs  =  aa' -H  6^/  4-  ce'  ; 
résulta,  pues, 

Dî  =  ^5-  {{d^xY  -h  (^7)'*  H-  (e/*^)*]  —  {dsd'sY, 
de  donde 


Se  puede  lambien  escribir 

D  —  v^(é4^iU  —  uxd^y  -h  ( cfeûf«7  —  dydrsY  -1-  (^5^*^  —  dzdHy- , 
lo  que  se  verifica  desarroUando,  ô  bien 


e^y   /         \   ds   J         \    ds 
Eu  todas  estas  formulas  la  variable  iadependiente  es  cualquiera. 

lyeroioios. 

1.  Una  curva  trazada  sobre  la  superficie  de  un  cono  recto  tieue  por 
proyeccion  ortogonal,  sobre  un  piano  perpendicular  al  eje  del  cono,  una 
espiral  logaritmica,  r  =  e^^,  Encontrar  las  ecuaciones  de  la  tangente  à 
esta  curva  i  de  su  piano  normal  en  un  punto  dado.  Probar  que  esta  curva 
corta  à  todas  las  aristas  del  cono  bajo  un  àngulo  constante. 

Solucion  :  Sîendo  a  el  ângulo  del  cono,  la  tangente  à  la  curva  hace  con 
los  ejes  ângulos  cuyos  cosenos  son 

mcosO  —  senO  m  sen  6  h- cos  6  /ncotoc 


1/,+-^       4/.+  -^       iA 

y  sen*a  \  sen*a  V 


m' 


sen*  a 

m 


La  tangente  hace  con  la  arista  del  cono  un  ângulo  cuya  cotangente  es 
La  ecuacion  del  piano  normal  es 

(JL  —  x  (mx  — j'jM-CY  —  v)(/?ix-H^)-^(.Z  —  z)mz  =0. 


/ 
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2.  iilncontrar   la   ecuacion  del  lugar  geométrico  de  las  normales  à    lu 
superficie 

aiy^=a:*(b^   -  5»), 

tiradas  por  todos  los  puntos  de  la  recta 

z  —  k,        ay  =zx  \/b'  —  k-, 

que  esta  toda  entera  sobre  la  superficie. 

Solucion  :  El  paraboloide  hiperbôlico 


ak{ax  -\- y  v^6*  —  Â-* ;  {^x^b^  —  X:*  —  ay  ) 

^(^1  -t-  6«  —  A:»)»  ^b^  —  k^{z  —  k)  '--:=  o. 

3.  EncoDlrar  el  piano  osculador  de  la  curva 

^1  -4-  ys  =  aar,        x^  -H  j'  ■+■  z^  =  a*. 
Solucion  : 
[  2  xy^  —  a  (y-  —  5»  )  |  \  -f-  a/'  Y  -?-  -ji  z^'A^-  a*z^  -\-  !*  ax  (y^  —  z^  ). 


-/' 


ut/ 

I 
I 

I 


/• 


iW» 


.// 


.  / 


/ 


^  -  V    r 


./' 


'? 


O  r  t'  . 


r 


«  / 


I  '     • 


j 


/   / 


V. 
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KLIMINACION  DE  LAS  CONSTANTES  I  DE  LAS  FUNCIONES. 


1 89.  Eliminacion  de  una  constante  arbitrarfa  contenida  en  una 

€Cuacion.  —  Consideremos  una  ecuacion 

<;ntre  las  variables  j;,  ^  i  la  constante  arbitrariaV;.  La  diierencial 
de  esta  ecuacion  da,  como  va  se  ha  visto, 

^^4-^— =  0 
dx       dy  djc 

Si  se  élimina  la  constante  c  entre  las  ecuaciones  (1)  i  (a),  resul- 
tara  una  ecuacion 

(3)  K"'^'£)^^^ 

entre  la  variable  indcpendiente  x,  la  funcion  ^  i  su  derivada  -^* 

Esta  relacion  (3)  se  llama  una  ecuacion  diferencial;  i  esta 
ecuacion  diferencial  es  dicha  de  primer  ârden,  porque  no  con- 
tiene  mas  que  la  derivada  de  primer  ôrden  de  y  con  relacion  à  x. 
Relativamente  à  esta  ecuacion  diferencial,  la  ecuacion  (i)  suele 
designarse  con  el  nombre  de  ecuacion  primitiva. 

Si  se  supone  que  x  é  y  representan  coordenadas  rectilineas  i 
que  la  constante  c  toma  una  infinidad  de  valores,  la  ecuacion  (1) 
representarâ  una  familia  de  curvas,  i  la  ecuacion  (3)  espresa  una 
propiedad  de  la  tangente  comun  à  todas  las  curvas  de  esta  familia. 

190.  Ejemplos.  —  I.  Sea  la  ecuacion 


S 
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que  da  por  diferenciacion 

dy 

Aqui  la  constante  c  ha  desaparecîdo  de  por  si,  i  la  eciiacion  pré- 
cédente es  la  ecuacion  diferencial  que  résulta  de  la  propuesta.  Ella 
espresa  que  la  subnormal  es  constante  en  todas  la  curvas  que  repre- 
^    senta  la  ecuacion 

es  decir,  en  todas  las  paràbolas  que  tîenen  el  mismo  eje  i  el  mismo 
paramètre. 

II.  Sea  la  ecuacion 

X'  V* 

L_   ::^  j 

p*  p*  —  6*  ' 

en  la  cual  b  es  una  constante  dada  i  p  un  paràmetro  variable;  esta 
ecuacion  représenta   un    sistema  de  cônicas  homofocales,   supo- 
niendo  que  x  ^  y  sean  coordenadas  rectangulares. 
La  diferenciacion  da 

xdœ         vdv 

pz  p- ^- 


de  donde 

r: 

v^<-'^ 

xdx 

ydy         xdx  -h  vdv    . 
b^'  -  p«               6*            / 

1 

<  ' 

•                t        ' 

I^a  eliminacion  de  p'  da 

/     dr 

(  .r?          - 

—  1/  \    II? 1-  V  1  —  /»* 

que  es  la  ecuacion  diferencial  pedida. 

Tracemos  la  tangente  MB  {^Jig>  36)  i  la  normal  MG  a  una  de  las 
curvas  de  la  familia  considerada,  i  sean  B  i  C  los  puntos  en  que 
estas  rectas  encuentran  al  eje  de  las  j^.  Las  ecuaciones  de  MB  i  de 
MC  son 


J 


2'J!0 
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r 


•  • 


por  consiguiente,  se  liene 


dv 
OH  —  r  —  —  V 


dx 


d.^ 


de  donde 


î 


OB  X  OC  =1  bK 


De  esta  igualdad  se  dediice  que,  si  se  circiinscribe  al  triângiilo  BMC 


'< 


un  circule  que  corla  en  F  i  F'  al  eje  OX,  se  tendra 

OF  =  OF'  =  ù, 

lo  que  espresa  que  F  i  F'  son  los  focos  de  nuestra  curva.  Tal  es  la 
propiedad  espresada  por  laecuaciondiferencial  quehemos  obtenido. 

191.  Elimmacion  de  n  constantes  arbitrarias  contenidas  en 
n  eouaciones.  —  Consideremos  generalmente  un  sistema  de  n  ecua- 
cîones 

f  /  (  «^î  ^»  ^j  ''>     •  .,  et,  b,c,  .  .  .)   ■"  o, 

,   /l(^, /,  -5,    1/ «,  /;,  r,    .  .  .  ):rro, 


\  //i-i  (•^•,/,  5,  //,...,  a,  ^,  r,  .  . .  )  —  o, 

entre  una  variable  independienle  x,  n  funciones  r,  5,  w,  . . .  ,  de 
esta  variable  i  n  paramètres  arbilrarios  «r,  ft,  r,  .... 


■-»  »  » 
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La  (liferenciacîon  de  las  funcioues  darâ,  como  se  ha  vislo,  las  n 
ecuaciones  sîguientes  : 

df       df  dy      df  dz       df  du 

dx       dy  dx      dz  dx       du  dx        '  '  '         ' 

(  5i  )    '    ^o;        dy  dx       dz  dx       du  dx       '  '  '  '       ' 

1 

df„^  ^  d/„-^  dy  _^  dfn-K  dz_   ^   d/^-i  du  ^  _  ^ 

dx  dy     dx         dz     dx         du     dx        "  ' 

Esto  supuesto,  si  elimioamos  las /i  arbitrariasr/,  fe,  c,  ...  entre 
las  2/1  ecuacîones  que  componen  los  sislemas  (i)  i  (2),  se  obten- 
dran  n  ecuacîones, 

/                               dy    dz    du          \ 
/  dy    dz    du  \ 

(3)         /  ^^'y^'^'^''''  •'''dJo'dJ'lTx'  '' )-'''  ^ 


/  dy     dz    du  \ 

I',.-.  \x,yr^,u, ..  .,-^,  _,_,.. .  )  =0, 

c|ue  conslituyen  lo  que  se  llama  un  sisLema  de  ecuaciones  dife- 

renciales  simulldneas,      . 

/ 

192.   Eliminacion   de  un  numéro  cualquiera  de  constantes 
contenidas  en  una  ecuacion.  —  Consideremos  una  ecuacion 

(i)  /{-r.y.a.b^c,  .  . .  )  =  o, 

conteniendo,  adeinas  de  las  variables  x^y^  ai  constantes  arbitrarias 
ff^b^c^  ....  Por  las  diferenciaciones  sucesivas  podemos  eliminar 
estas  n  constantes  arbitrarias. 

En  efecto,  si  se  diferencia  n  veces  la  ecuacion  (1),  se  obtendrân 
las  n  ecuaciones 

dx       dy  dx        ' 

dx*         dxdy  dx       dy^  dx^       dy  dx^         ' 


l'a'!  I'»    PARTE.    —    LECGION    XXIII. 

i  si  se  eliminan  despues  los  n  paràmetros  a,  6,  <*,   . .  . ,  entre  las 
eciiaciones  (  i)  i  (r^),  se  formarâ  una  ecuaclon  résultante 

entre â:,^  i  las  n  derivadas  Aey,  Esta  ecuacion  (3)  se  llama  una 
ecuacion  diferencial  del  ôrden  n, 

193.  Ejemplo.     -  Sea  la  ecuacion 

Diferenciando  très  veces,  se  obtîene 

(^_a)-h  (/  — 6)  J^,  ^o, 

f  dY\' 

I  -4- 


dx  dx^       ^  dx 

De  estas  ecuaciones  se  deduce 

dy X  —  a 

dx  y  —  b 

d\Y  (.r  — r/)--+-(r  — 6)»  r 


dx^  (y-by  {y-by 

_  «  ^  d^y 

fPy  _  .  d.r  d.r* 3  /•'  (.r  —  a) 

fl^o?'  ^  —  ^  (y  —  ^)* 

i,  por  l'iltimo,       ^  .  .',    ,  '  ,  .      ,  .  "     ,  (M,  f  '^  ^ 

L         \dx  J  J  fljr'  dx\dx^  } 

194.  Eliminacion  de  las  funciones.  ~  No  solamente  pueden 
eliminarse  las  constantes  sino  tambien  las  funciones. 
Supongamos  que  se  tenga 
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en  que  9  es  una  funcion  arbitraria  ;  las  variables  x  éy  se  suponen 
independientes. 

Pongamos  —  =  ^,  i  se  tendra 

dz         , ,  .  dt        t    ,  /  V 


dz        , ,  ^  dt  «^    //   V 

dy       ^  ^  ^  dy  /*  ' 


de  donde 


dz  dz 

div      *^  dy 


^wT.-^J--^**- 


Esta  lîltinia  ecuacion  se  verifica  cualquiera  que  sea  la  forma  de 

(j/  \  oc 

—  1 ,  6  5  =:  sen—  >  siemprc 

subsistirâ  la  ecuacion  diferencial  hallada. 

Supongamos  ahora  que  se  tengan  dos  funciones  arbitrarias,  i 
sea  la  ecuacion 

en  la  que  x  i  t  son  variables  independientes. 
Diferenciando,  se  halla 

dr  ' 

\  --  <p''(a7  -h  ai)  -h  'Wx  —  al), 


dx 

d}z 
dF 


lu  ego 


—  a»  (^"{x  -H  aô)  -h  a-  '^{u-  —  «/), 


d^z  ^d}z 


Esta  ecuacion  es  la  del  movimiento  de  las  cuerdas  vibrantes 


fljercioios. 


i.  Ëliminar  m  de  la  ecuacion 
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Solucion  : 

(  dy  \  '  dy 

i.  Kliminar  a,  bj  c  de  la  ecuacîon 

z  —  ax  -;-  hy —  c, 

siendo^  una  funcion  de  a-, 

Solucion  : 

d^z  d^y  __  d^z  d^y 
dx^  dx^  ~~  dx*  da^ 

Esta  ecuacîon  espresa  la  condicîon  necesaria  para  que  una  curva  dada  en 
el  espacio  sea  plana. 

3.  Kliminar  las  esponenciales  de  la  ecuacîon 

t*X  «J_  p-X 

y  ""  • 


Solucion  : 

ily 
dx 


=  I  — >'*. 


4.  Eliminai*  la  funcion  arbitraria  cp  de  la  ecuacîon 

y  —  nz  =  ff(x  —  m  z). 


Solucion  : 


dz  dz 

dx  dy 


Es  la  ecuacion  diferencial  de  las  superficies  cilindricas. 
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195.  Objeto  del  Câlculo  intégral.  —  Hemos  dicho  en  la  primera 
Parte  (n^  21)  que  el  càlculo  infinitésimal  interviene  siempre  que 
se  trata  de  hallar  una  cantidad  que,  no  pudiendo  scr  espresada 
directamente  en  funcion  de  los  datos  efectivos  del  problème,  se 
considéra  ya  como  limite  de  una  relacion,  ya  como  limite  de  una 
suma  de  cantidades  infinitamente  pequeîias  i  de  una  naturaleza 
mas  sencilla.  £1  primer  modo  de  considerar  la  cantidad  pertenece, 
como  se  ha  visto,  al  càlculo  diferencial,  i  el  segundo  modo  al  càl- 
culo intégral.  Asi  el  câlculo  intégral  tiene  por  objeto  hallar  el 
limite  de  {la  suma  de  una  cierta  série  infinita  de  términos  infl- 
nitamente  pequehos, 

La  solucion  de  este  problema,  como  veremos  en  seguida,  coii- 
duce  à  determinar  una  funcion  correspondiente  à  una  diferencial; 
i,  hé  aqui  por  que  suele  tambien  decirse  que  el  càlculo  intégral  es 
el  problema  in  verso  del  diferencial,  teaiendo  por  objeto  hallar  la 
funcion  de  que  procède  una  diferencial  dada. 

196.  Intégral  indeflnida.  —  Se  Uama  intégral  indefinida  ô 
simplemente  intégral  de  la  diferencial /(ic)  dx^  una  funcion  cuva 
diferencial  sea/(^)  dx^  i  se  représenta  por 


I  /{x)d,r. 


i5 
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Al  dar  esta  definicion  ocurre,  ante  todo,  preguntarse  si  existe 
esta  funcioD.  Vamos  à  demostrar  que  siendo  f{x)  una  funcion 
cualquiera  de  la  variable  x  existe  siempre  una  funcion  que 
tendra  por  diferencial  la  espresionf{x)dx. 

En  efecto,  construyamos  la  curva  CMD  {fig-  87)  referidaâ  dos 
ejes  reclangulares  OX  i  OY,  que  tenga  por  ccuacion 

yz=if{x). 

m 

Sabemos  que  el  ârea  ACMP  comprendida  entre  la  curva,  el  eje  ae 

Fig.  37. 


las  Xj  una  ordenada  fija  CA.  i  una  ordenada  variable  MP,  es  una 
(uncion  de  x  que  tiene  por  diferencial /( a: )rfa:. 

197.  Integracion.  —  La  operacion  por  la  cual  se  pasa  de  la  dife- 
rencial de  una  funcion  à  esta  funcion  se  Uama  integracion, 

La  integracion  i  la  diferenciacioa  son  dos  operaciones  inversas 
una  de  otra,  de  suerte  que  el  signo  rf  i  el  signo  f  se  destriiyen 
inutuamente.  Asi  se  tiene,  por  definicion 


d  ï  f{x)dx-=ij(x)dx. 


198.  Constante  arbitraria.,  —  La  intégral  de  una  diferencial 
dada  puede  tener  una  infinidad  de  valories,  porque  si  9{x)  es 
una  funcion  cuya  diferencial  sea/{x)dx^  agregando  à  esta  funcion 
una  constante  C,  se  obtendrâ  la  espresîon  9{x)  H- C,  que  tendra 
la  misma  diferencial.  Pero  no  habrâ  otra,  porque  dos  funcioncs 
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que  tienen  la  misma  diferencial  no  pueden  diferir  mas  que  en  un  a 
constante. 

Asi  la  intégral  gênerai  de  f{x)  rfa?  es  9  {^)  -I-  C  i  podrà  escribirse 


f    (/r)  rfj7=:  <p(ic)  4- C. 


199.  Determinacion  del  valor  de  la  constante.  —  Se  puede 
determinar  el  valor  de  la  constante  arbitraria  C»  agregaudo  la  con- 
dicion  de  que  la  intégral  se  reduzca  a  cero  para  un  valor  dado  Xq 
de  X,  En  efecto,  la  constante  C  deberà  ser  entônces  tal,  que  se 
tenga 

cp(xo)  4- C=ro,        dedonde        G  =:  —  ^{x^) 

i,  por  consiguiente, 


/• 


Esta  espresion  sera  la  del  ârea  AGMP  considerada  antes,  si  se 
supone  que  la  ordenada  (ija  CA  corresponde  à  la  abscisa  Xq  ;  de 
suerle  que  fijar  el  valor  de  la  constante  équivale  a  fijar  ei  limite 
inicial  para  el  computo  de  la  cantidad  que  la  funcion  représenta. 

200.  Intégral  definida.  —  Si  en  la  ecuacion 


// 


{x)dx~<^{x)  —  ^(^0), 


se  da  à  a;  un  valor  determinado  X,  la  intégral  toma  un  valor  deter- 
miuado  igual  à 

'f  (X)— <p(jro)- 
Se  représenta  este  valor  por  la  notacion 


fj^^^ 


que  se  llama  la  intégral  definida  de  la  diferencial /(.rjrfx;  de 
suerte  que  se  tiene 

(1)  j   /(^)^^==?(X)~9(^o). 
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Asi  la  intégral  definida  es  la  diferencia  entre  los  valores  numéri- 
cos  que  tonia  la  funcion  para  dos  valores  distintos  de  la  variable, 
siempre  que  dicha  funcion  se  considéra  como  el  resultado  de  una 
integracion. 


201.  Teorema.  —  La  intégral  definida  de  la  diferencial 
f{x)  dx  tomada  desde  x  =  Xq  hastax  =  1L  es  el  limite  hàcia  el 
cual  tiende  lasuma  de  los  valores  que  tomaf{x)dx  6f(^x)^x^ 
cuando  x  varia  desde  x^  ha^ta  X,  por  incrementos  infinita- 
mente  pequehos. 

En  efecto,  la  intégral  (i)  tiene  por  valor  el  ârea  ACDB  compren- 
dida  entre  la  curva  GMD  cuya  ordenada  es/(^),  el  eje  de  las  x^ 
i  las  ordenadas  CiV  i  DB  que  corresponden  à  las  abscisas  o^o  i  X. 
Ahora  bien,  sabemos  que  si  se  divide  el  intérvalo  X — x^  en /z 
parles  iguales  6  desiguales,  representadas  generalmenle  por  Ajt, 
i  se  contruyen  los  rectângulos  taies  comoMPP'I,  que  lienen  por 
base  estas  diversas  partes  i  por  alturas  las  ordenadas  correspon- 
dientes  de  la  curva  GMD,  la  suma  de  estos  rectângulos,  que  lienen 
por  espresion/(^)  Lx  z=zf(^x)dx^  tiende  hàcia  un  limite  igual  al 
ârea  ACDB,  cuando  Lx  tiende  hàcia  cero;  résulta,  pues,  que 
se  tiene 


/    f{œ)dœ  =  \im^[f{x)dx]\ 


lo  que  espresa  la  proposicion  enunciada. 

Este  teorema  se  puede  demostrar  tambien  de  una  manera  pura- 
menle  anah'tica. 

En  efecto,  sea  ^{x)  una  cualquicra  de  las  intégrales  dc/(x)dx  ; 
de  suerle  que/(x)  =  ^\x), 

Sabemos  que  se  tiene  (n°  39) 

cp  (a:  -f-  A^)  —  ^{x)  =i^' {x)  L,x  -f-  aAj?, 
à  lo  que  es  lo  mismo 
(A)  «p(a7  4-Aj7)  —  <p(j7)  =:/(a7)  Aa7H-aA:r, 
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slendo  a  una  cantidad  variable  que  converge  hàcia  cero  al  mismo 
liempo  que  A^. 

Ahora  bien,  si  se  hace  variar  à  x  por  grados  cualesquiera,  iguales 
6  desiguales,  desde  x  =  Xq  hasta  a:  =  X,  se  obtcndrâ,  para  cada 
valor  de  œ  una  ecuacion  anâloga  â  (A).  Sean  ^i,  ^2,  J733  . . .  >  ^n-t 
estos  valores  de  x  comprendidos  Xq  i  IL^  i  correspondientes  â  los 
incremenlos  Axq,  ùix%y  AXi,  Axs,  ...  ;  de  suerte  que  se  lenga 

d^i  =  «Fo -H  Aa?o,  a^j  n:  J7| -h  A  j?! ,  ...,  X  =  j:„_i -h  A.r,j_i. 

Podremos  escribir  la  série  de  relaciones  siguientes  : 

(p(a7o-+-  ^^0)  —  ?(^o)  — /(^o)^^o-<-ao  Aj:©, 
o  (.rj  -+-  Aa?,)  — 9(^1)  =i/(a?,)  A^i  +  a,  A^,, 


f^(Xn-i  -+-  Aa?„_,)  —  cp  {Xn^i)  ~/(^rt_i)  A:c«_^  -h  a„-,  A.r„_i, 
«  (X  -+-  Ax„)  —  cp<X)  =:/(X)  A^„  -4-  OL^  Aj?„. 

Si  se  suma  miembro  à  miembro,  la  suma  de  los  primeros  miembros 

darà 

«p(X-+- A^„)  — <p(a:o). 

En  cuanlo  à  la  de  los   segundos  miembros,  se  compone   de  dos 
partes  :  una  es 

/(xo)^«2:o4-/(x,)Axi4-  ...  -^/(X)A,r„, 

que  podemos  simbolizar  por 

2[/(^)A^], 

cuando  x  varia  desde  Xq  hasta  X;  i  la  otra  es  una  espresion  de  la 
forma 

^(x^x), 

Se  liene,  por  lo  tanto, 

?  (X  +  A^„)  -  cp(a?o)  =  1  [/{x)  \x]  -+-  2  (x^x). 
Haciendo  decrecerà  A^  indefinidamente,  el primer  miembro  tiene 

por  limite  ç  (X)  —  9  (xq),  que  es  îgual  â   /    /{ûc)  dx\  i  el  segundo   ' 


aSo  SEGVNDA    PARTE.    —    LECCION    XXIV. 

miembro  lienc  por  limite  la  espresion  lim  \^  [/(j:)  ûte],  puesto 

que,  segun  un  principio  ja  demostrado,  Iim\^(aAx)  es  îgual  à 
cero.  Luego 

lo  que  demuestra  la  propiedad  enunciada. 

A  causa  de  esta  propiedad,  las  intégrales  se  represenlan  por  el 
simbolo  f^  que  es  la  letra  inicial  de  la  palabra  suma,  i  tambien  de 
ahi  dériva  el  nombre  intégral  {de  la  palabra  latina  intégra),  puesto 
que  se  considéra  à  la  intégral  como  el  enlero  del  c\i^l/(x)dx  es 
una  parle  infînitamente  pequena. 

Esta  proposiciôn  nos  muestra  tambien  lo  que  habiamos  anun- 
ciado  al  principio;  es  decir,  que  el  problema  de  hallar  el  limite  de 
una  suma  se  reduce  à  encontrar  la  funcion  de  que  procède  una  dife- 
rencial  dada. 

202.  Otra  notacion  de  la  intégral  indefinida.  —  La  notacion 
empleada  para  representar  las  intégrales  definidas  puede  aplicarse 
tambien  con  ventaja  à  las  intégrales  indefinidas. 

Consid%Vemos,  en  efecto,  la  formula  (i)  i  supongamos  que  el 
limite  superior  X  de  la  intégral  sea  variable;  se  puede  entônces 
escribir  x  en  lugar  de  X,  i  resultarâ 


(^) 


/    f{x)dj:=z^{x)  —  tf{a;o)' 


Esta  espresion  représenta  uno  de  los  valores  de  la  intégral  indefi- 
nida de  la  diferencial /(a;)  ûte,  â  saber,  el  que  se  reduce  â  cero 
para  û:  =  Xq.  Se  tiene,  por  consiguiente, 

(3)  lf{x)da:—  j    f{x)dx-hC. 

El  limite  Xq  puede  serescogido  arbitrariamente,  escluyendo  elcaso 
en  que  9(^0)  fuese  infinito.  Si  se  considéra  â  0(^0)  como  una 
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constante  arbilraria,  se  podrà  escribir  simplemente,  à  causa  de  la 
formula  (2), 

(4)  j^f(x)dx  =  j'/{x)dx. 


ISJerciclo. 

Demostrar  que  se  tiene 


I    f{x)dx  =  I         /(X"'X)dx, 
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LECCION  XXV. 


PROCEDIMIENTOS  DE  INTEGRACION. 


203.  Integraciou  inmediata.  -^  I.  Scan  a  una  constante  dada, 
C  una  constante  arbitraria  i  u  i  v  dos  funciones  cualesquiera  de  x, 
Podemos  evidentemenle  escribir  las  sîgiiientes  formulas 

/  audx:=.a  j  udx^ 

I  («  +  (^)ûf^=:   /  udx-h   I  vdjc, 
{udç-^  i'du)  =  iiv  -+-  c, 


f 


tidv  —  i^du       V 

z =:  -4-C, 

U^  U 


porque  los  dos  miembros  de  cada  una  de  estas  igualdades  ticnen 
la  misraa  diferencial.  En  las  dos  primeras  formulas  no  hay  nece- 
sidad  de  agregar  la  constante  arbitraria  C,  puesto  que  cada 
miembro  encierra  una  constante  arbitraria. 

II.  La  diferenciacion  de  las  funciones  simples  nos  ha  dado  los 
siguientes  resultados  : 

,  ^'•"♦"^  ,  ,  a"**  ,  ,,  dx 

d =  x'^dx.  d  — r~  '=■  (i"^^dx,  dix  z=  —  , 

/i  -h  I  m  la  X 

,  ,  ,  dx 

asenx=:cosxdx,         atangj7= — -— » 

^  COSJ? 

,  senxdx 

dsecxz= :: — , 

cos-»r 

dcosx=z  —  senxdx.         dcoix  = r- > 


seii'x 


,  cosxdx 

d  cosec  X=: = y 


sen*j? 


■  *  -«■  I 
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,  ,  dx  ,  -h  d.V 

a  arc  sen  X  := —zzz^.s:^^  y  aarclane^n: -j 

,                            -4-  djc 
a  arcsec^  := , 

,  —  d.v  ,  —  dx 

a  arccosj?  =: -^=1=-:»  aarccotJ7=i 1> 

y/i— A*  i-h^-- 

~—  dx 
deLTccosecx  == 


X^l  —  X' 

De  estas  formulas  se  deduce  inmediatamente 


x^dx  — h  C,  /  a'«*(ia7  =  — r-  -+-  C, 

/i  -h  1  J  /«la 

/cosj?ûfa?=:senj?-i-C,  /  — -- =  tane^-f- C, 

J    cos-ot- 


/ 


ir=  sec  J7  4-  c, 


cos-o? 


/iQiixdx^r.  —  cos.r-+-C,  /  =  —  cot JT -{- c, 

J    sen=*d? 

/cosxdx  ^ 
—  •=.  —  cosec  j:  -^  C, 
sen-j7 


dx  ^  ^ 

-_  =  arcsen  J7  -h  C  :=  —  arccoso?  H-  C, 


T=z  arctang  J?  -+-  G  =  —  arccotor  -H  C, 

14-^*  ^ 


y/i-i-^r* 


/ 


=1  arc  sec  J7  -f-  G  =  —  arccosec  a?  4-  G. 


^  y/ 1  —  X' 


Se  observa  que  las  très  ûltimas  intégrales  lienen,  cada  una,  dos 
valores;  pero  estos  en  realidad  no  son  diferentes.  Considerando, 

/dx 
- — 1 


como  se  tiene 


7t  • 

arcseno? -H  arccosj?:=i  -, 

2 


se  ve  que  las  dos  espreslones  de  arccos^  i  arcsen^  no  difîeren  sino 
en  una  constante. 
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204.  Observacion  I.  —  En  todas  estas  formulas  x  puede  ser  la 
variable  îndepcndienle  6  una  funcion  cualquiera  de  otra  variable. 
Por  ejemplo,  si  en  la  formula 

/i-t-  1 
se  reemplaza  x  por  9  (  /),  se  tendra  lamblen 


/ 


/w     ■   {   ■      & 


205.  Observacion  II.  —  La  formula  (i)  es  ilusoria  cuando  se 
hace  X  =^  —  i ,  porque  dà 


/ 


dx        I        ,, 

= 1-  VJ. 

x         O 


/dx 
-^  es  igual  à  la  funcion  trascendente  1^, 

la  cual  no  puede  ser  representada  por  una  espresion  algebraica. 
Sin  embargo,  un  artifîcio  de  càlculo  permite   deducir  de  la  f6r- 

/dx 

En  efeclo,  si  en  esta  formula  se  sustrae  del  segundo  miembro  la 
canlidad  constante >  lo  que  no  altéra  su  diferencial,  se  tendra 


/ 


j7'»-^»  —  I 


x'^dx-=i h- C. 

w  -H  I 


Ahora  bien,  si  se  hace  /i  =  —  i,  la  fraccion  toma  la  forma  -;  para 

obtener  su  verdadero  valor,  es  preciso  tomar  la  derivada  de  los  dos 
términos  con  relacion  â  /i,  i  hacer  despues  /z  =  —  i  en  el  cociente 
de  estas  derivadas.  Se  obtiene  asi  \x.  Luego 


/ 


dx      .  ^ 

X 


206.   Integracion  por  descomposicion.  —  Este  procedîmîento 
consiste  en  descomponer  la  funcion  que  se  quiere  integrar  en  parles 
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que  se  sepan  integrar  separadaraente.  Asî,  supongamos  que  la  fun- 
cion  j>^  de  x  pueda  descomponerse  en  las  funciones  u,  i^j  w,  . . . ,  S 
de  manera  que  se  tenga 

J'  =  ^x-T-(^^-«'■^-  ...  H- S. 

Es  évidente  que  se  tendra  lambien 

I  ydv  =   /  udx  4-   1   s^dx  4-    /  wdx  4-  ...  4-    /  S  rf  Aar; 

porque  los  dos  miembros  de  esta  igualdad  tienen  la  misma  difc- 
rencial,  i,  por  consiguiente,  no  pueden  diferîr  sino  en  una  cons- 
tante; por  otra  parte  cada  intégral  contiene  ella  misma  una  cons- 
tante arbilraria.  Asi  la  intégral  de  una  suma  de  funciones  es 
igual  a  la  suma  de  las  intégrales  de  las  funciones  que  la  corn- 
ponen. 

207.  Ejemplos.  —  I.  Se  tiene 

/  (ajT"»  4- ^.r«  4- c.r^)  ^vT  =   /  ax'"dx-\-   f  bx^^dx-ï-   1  cx^dx 

ax'»^^       bx''-^^       cxP-^^       ^ 
m  -h  I        /£  -h  I        />  4-  I 

II.  I  dx  =  I  axdx-\-   I  bdx-h   1  — ;;- 


ax' 

=z h  bx  4-  clx  4-  C. 

2 


fi»     r ( acos' X -\- b senx -\- c)dx        C     ,  rbsenxdx        r  cdx 

III.    /  ^ '- =    1   adx  4-    /    ;; h    1    r- 

J  cos*a:  j  j       C0S-J7  J   cos'.r 

HZ  ax  4-  b  sec^  4-  c  tang  J7  4-  C. 

208.  Integracion  por  partes.  —  £1  procedimiento  Ilamado  de  la 
integracion  por  partes  es  de  un  uso  frecuente  en  las  integra- 
ciones.  Hé  aqui  en  que  consiste.  Scan  u  i  v  dos  funciones  cuales- 
quiera  de  j?  ;  se  tiene 

d{uv)  r=zuds>'\-  vdu; 
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integrando  cada  miembro,  resulla 

de  donde 

(  I  )  /  udç  =:  in>  —    i   vdu. 

Esta  formula  espresa  la  régla  de  la  integracion  por  parles. 

Veamos  cômo  se  aplica.  Sea  ydx  una  diferencial  dada.  Supon- 
gamos  que,  entre  las  varias  maneras  cômo  podria  esta  espresion 
descomponerse  en  faclores,  se  escoja  una  tal,  que  uno  de  los  fac- 
tores  sea  la  diferencial  de  una  funcion  conocida  ç  :  representemos 
el  otro  factor  por  u  ;  se  tendra 

ydjc^^  udv. 

Eslo  supuesto,  se  ve  que,  por  la  formula  (i),  la  intégral  de  la  dife- 
rencial j^rf^c  puede  ser  descompuesta  en  dos  partes,  â  saber  :  una 

parte  integrada  iw  i  una  parte  no  integrada  —   1    vdu.  Si  esta  ûllima 

integracion  es  mas  sencilla  que  la  propuesta,  se  habrà  simplificado 
el  problema. 

209.  Ejemplos.  —  1.  Sea  la  intégral 


/ 


x^  cosxdxs 


Ilagamos  x^=  u^  cosxdx  =  rfr,  siendot'  =  sen^;  resulla 

para  obtener 

hagamos  x  =  «,  senxdx  =  dv^  siendo  v=  —  cosj:;  résulta 
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Sustiluyendo,  se  tiene 


/ 


j?'  cosxdx  =  X-  senjc  4-  ScTcosoî  —  2  senj?  -h  G. 


IL  Sea  la  intégral 

/  x"*e^dx, 

Descompongamos  la  diferencial  en  dos  factures 

a?"»,         e'dx=id{e^)] 

las  funciones  que  hemos  Uamado  u  i  v  son  aqui  a;"*  i  e^  ;  aplicando 
la  formula,  se  halla 

/  x^'^e^dx  —  x"^e^  —  m  I  j?'"-*  e^dx. 

Asi  la  intégral  propuestaquedareducidaàla  intégral  /  x^^~^  e^dx] 

del  mismo  modo  se  hace  depender  esta  de  /  x'"^~^  e^  dx^  i  asi  suce- 
sivamente  ;  de  suerte  que  si  m  es  un  numéro  enlero  i  positivo  se 
llegara  défini tivamen te  a  la  intégral  /  e-^rfo?  =  e^  4-  G. 


III.  Sea  la  intégral 


/ 


Ixdx, 


Aplicando  la  formula,  se  tiene 


/    \x  dx  z=zx\x  —     ï    X  -^  z=^x{\x  —  0  +  ^'' 

IV.  La  integracion  por  partes  da  sucesivamenie 

e^^  cosbx  dx  i=:i  —  cos ^o^  H —   /  e^^  sen  bx  dx, 

a  aj 

e^^  sen  bxdx  =^  — senbx I  e'*^  cosbx  dx. 

a  aJ 
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De  estas  dos  ecuaciones  se  deduce 

e^^  cos b jc cLc  =  -^ — ri  (aco^bœ  -\-  b  sen^a*)  -h  C, 

a}  -k-  b* 


f 


çax 


e""*  %^xibxdx  :=.  — . T^ia  senô.r —  bcosbx)  4-  C. 

^*    _L_     /l»    ^  ' 


210.  Integracion  por  sustitacion.  —  El  procedimiento  de  la 
integracion  por  sustitucion  consiste  en  el  cambio  de  la  variable 
independienle. 

Sea  f{x)  dx  una  diferencial  dada;  si  se  loma una  nueva  variable 
independiente  t  ligada  a  x  por  una  ecuacion  tal  como 

se  tendra 

djs -- ::J  {i)  dt, 

i,  por  consiguiente, 

de  donde  resultarà 

ff{.r)dx^.f^{t)dt. 
Si  se  sabe  integrar  la  diferencial  à(t)dtj  i  que  se  tenga 

J^{t)dt^-F{t)-\^C, 
se  tendra  tambien 

i,  poniendo  en  lugar  de  t  su  valor  en  funcion  de  x^  resultarà 


/  /(•') ^^ -- ^ (^)  ^'  C. 


211.   Ejemplos.  —  I.  /  {ax -i- b)"^  dx. 

Ponganios 

ax-h  b=:  t,         de  donde        dx  =  —  ; 

a 
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luego 

(a^-+-6)"*rfj:z=  -   /  V^dt=--r -, -H  C, 

^  ^  aj  a(m-i-i)         ' 


6  bien 


(a^-{-  ô)"*^x—  i-- '-—-  -i-  C. 

^  rt(m-4-j) 


II.  I  /(ax-hb)dx, 

Pongamos 


ax  -If  b^=^  t.         de  donde         dx=  —, 


i,  sustituyendo,  résulta 

I  J{ax-hb)dx—  l/{t)dt. 

Hagamos 


uego 


6  biea 


3  J?^  +  7  —  /,         de  donde         .r'  dxzrz  ^ 


T-^ =  —    /  —  =  —k-f-C, 

J  3  .t-^  -H  7       12^  '  ' 


IV.  '^     ^^-^ 


J  V^^ 


-    ■    X 


Hagamos 


xdx     __    . 

\/a*  -h  .>t*  m  /,         de  donde         "7— e =;  —  "^  » 

»  i  / r»»  _l_    ^'l 


v/rt^ 


X- 


in  ego 


V. 


— ^^  ==    I  dt=t-i-G  —  sja-  4-  a:»  -+-  C. 
v/a*  ^x^      J 

r    dx 
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Ponganios 

a:  =  at,         de  donde         cLc  =  adt  ; 
luego 

/d.r             r       adt             \     T     dt  i  ^ 

-^ :=   1   -; — ; ?="    /  ;:  =  -  arctang/ -4- C, 

î,  por  consiguicnte, 

/dx           \                oc       ^ 
-T m:  -  arc  tang h  C 
a*  -4-  a'       a             ^  a 


VI. 
Tenemos 


r   dx 

J  ^•*  — a« 


^* — «*       2a\x  —  a       X -\- a  J  ^ 
luego 

f      dx  i      r    dx        '     ï      r    '''^''* 

J   X-  —  a-       2a  J  X  —  a       2a  j   x  -\-  a 

Poniendo 

X  —  az=z  ty         dx  ^=idt^ 

résulta 

r    dx  rdt      ,        ,, 

J  X  —  a      J    t 

Del  mismo  modo  lendremos 

I  =  1(0- -j-a). 

Luego 

/dx             \   ,  X  —  a      ^ 
-1 5  =  —  1 h  C. 
x'  —  a*       2  a    X  -^  a 

V"-  f-^ — -.• 

J  a-\'  bx-\-  cx^ 
Podemos  escribir 

r        dx I    r dx 

J  a   h  ùx  -^  ex*       c    I     /  b  Y  ^    ^ac  —  b* 


\  2CJ  l\C 
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Poniendo  x -] :==^?  résulta,    por  el    ejemplo    précédente,    si 

46fC  — 62<o, 


/»- 


d.r                            î               9.  r.r  -4-  /;  —  y  h*  —  .^|  ne        ^ 
-  1 \..  -■  -hC; 


î,  si  4^^  —  6-  >  o,  se  tendra,  por  el  ejemplo  V, 

r            d.v                         T                           icx-^b        ^ 
I    ^   ■    A^  .   ^^«— "TT         -^arctang— 1- Ç. 


VIII. 


d.v 


y  v/â 


bx^ 
Pongamos  hx^  =  a^*,  résulta 


/dx              \      r     dt  1  ^ 

-  =  ---    /  -: :  ■=■  -rz  arcsen  t-^  C. 
sja—bx*'      s/bj   sji  —t^      \/b 

î,  suslituyendo  en  lugar  de  t  su  valor,  se  halla 

—  =  -;=  arc  sen  (  .r  â  /r  |  ~h  C. 

sja  —  bx'^      Sib  \     \  a) 


IX. 


r      dr 

J    \'X'  ±  a* 


Pongamos  y/x^  ±:  a-  =  t  —  x^  se  obtiene 

iha'  =  ^* — 2tXy         riz — , 

t  —  X        t 

i,  porconsiguienle, 

/*  rf.r 

X. 


y  v/« 


Podemos  escxîbir 

dx  f      /»  ^.r 


dx ___f^     /» d 

^'a-i-bx-^cx'      s/c  j        /f^ji\ 


t   •    4^e— A*' 


4  c» 


iG 
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poniendo^  H =  /,  se  obtiene,  en  vîrtud  del  ejemplo  précédente, 

212.  Observacion.  —  Si  se  tiene  que  calcular  una  intégral  definida 
/    /(x)dxj  i  se  emplea  el   método  de    sustitucion,   poniendo 

x  =  f{t),  sera  précise  delerminar  los  limites  ^o  '  T  de  la  intégral 
transformada    /    'b{t)  dt,  por  medio  de  las  relaciones 

213.  Ejemplo.  —  Sea  la  intégral 

/  /{x-h  a)  dx. 


Poniendo 


se  tendra 


.r  4-  «  =  ^,         dr  =:  dt  ; 


j/ix  +  a)  =  jf{t)dt. 

Si  la  intégral  debe  ser  tomada  entre  los  limites  Xq  i  X,  observe- 
mos  que  se  tiene  entônces  para  x  =  Xq^  t  =  XQ-\-a/i  para  ;r  =  X, 
/  =  X  4-  a  ;  luego  resultarâ 

j     f{X'ha)dx=   j         /{t)dt. 


syerciclos. 


1. 


I  i/o*- — x^  dx  =  — 1 arcsen  — h  C. 

J  2  a  a 


♦•  /  =  arcsen  — :z= H  G. 

J   \ 


dx                           3  H-  2  a? 
—  =  arcsen =r 

v/i  —  Sx  —  ar*  v^i3 
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3.  j  ^^  ^  ^^  =  arctang(e')  -h  C. 

4.  Ç xn\xdx=  ^^  (\x î— Wc. 

J  n-hi  \  n-¥-iJ 

5.  j^x*  -+-  a»  =  ^  V ^*^-^  ^*  H-  ^  I  (ar  -^  y^a:» -f- a«  ) -f-  C. 


^*  /   v  — \ — ^  =  /^*^-+-**-t-«>(v^-»-  /«  -h a;)  4-  G. 

Esta  intégral  se  resuelve  poniendo  x  =  z^, 

r  ,         i-4-ar«  i  r. 

i.  I  x arctanff  j?ax  = arctan^i'â:* x -{- C, 

J  a  ^2 
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LECCION  XXVL 


DESCOMPOSICION  DE  LAS  FRACCIONES  RACIONALES 

EN  FRACCIONES  SIMPLES. 


214.  Objetodeladescomposicion  de  las  fracciones.  —  La  inie- 
gracion  de  iina  espresîon  de  la  forma 


/(•^) 


dXy 


en  la  que  1  OS  dos  lérminos  ¥  {x)\  f{x)  son  funciones  algebraicas 
î  çnteras  de  x^  se  funda  sobre  la  descomposicion  de  la  fraccîon 

en  olras  mas  sencillas.  En  este  concepto,  espondremos  la  leoria 
de  la  descomposicion  de  las  fracciones  racionales,  que  es  de 
mucha  importancia  en  cl  anàlisis  matemàtico. 

215.  Teorema  1.  —  Si  a  représenta  iina  raiz  de  la  ecuacion 
f  (x)  =  o,  a  su  grade  de  muUiplicidad,  de  suerte  que  se  tenga 

f{x)  =  {x^a)^f,{x). 

siendof\{x)  un polinomio  no  divisible  por  x  —  a,  la  fraccion 
racional  y  >  supuesta  reducida  d  su  mas  simple  espresio/i, 
podrâ  siempre  ser  descompuesla  en  dos  partes  de  la  manera 


siguiente  : 


F(.r)  A  F,  (^) 


Ji,x)        (x  —  a)''       (x--a)^''Jax) 
en  que  A  es  una  constante  i  F|  (x)  un  polinomio  entero. 
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ËQ  efecto,  se  liene  idénticamente,  cualquiera  que  sea  A, 

Fia-)  F  (a-)  A  F(^)  — A/,  (,r) 


Si  determinamos  A  por  la  condicion 

F(«)-A/,(a)=o, 
de  donde 

el  numerador  del  segundo  térmiuo  del  segundo  miembro  se  anularâ 
para  x  =  a,  i  sera,  por  consiguiente,  divisible  por  (a:  —  a),  Pode- 
mos,  pueSy  escribir 

F(x)-A/,(j:):z^(^-a)Fj(:r), 

i  se  tendra 

F(^)  A  F,  (.r) 


lo  que  demuestra  el  teorema. 

Es  de  observarse  que  el  valor  de  A  es  iinito  i  diferente  de  cero, 
puesto  que/«  (a)  i  F  (a)  no  son  nulos. 

CoROLARio.  —  Si  se  tiene 

f{x)  =  (^  -  «r(i(-  ^)S  .  . .  (^  -  /)\ 
siendo  a,  b,  , , .,  t  cantidades  distintas^  i  a,  6;  . .  .,  "ï^  numéros 
enteroSj  la  fraccion  racional— — -podrd  descomponerse  de  la 
manera  siguiente  : 

F(œ)  A  .  A,  .  .    Aa_, 


/(j?)       {x  —  a)*       {x  —  a)*"*  X  —  a 

B  B,  B6>, 


{x  —  b)"^       {x  —  6)6^*       *''  X  —  b 


^'  ■      ^^-'    +E(^), 


(.«—/)>•       (a:  — /)>.-» w  —  l 
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siendo  A,  A.,,  , . .,  B,  B|,  . . .,  L,  L,  constantes  finitas  i  E  (a:) 
unafuncion  entera. 

En  efecto,  pongamos,  como  precedentemente, 

se  tiene,  por  el  teorema  dcmostrado, 

V(œ)  A  F,(^) 


F,(.r)  A,  F,(^) 


> 

Fq(-i(.r)       ^     A,,,      ^    P«(;r) 

siendo  A,  Af ,  . .  . ,  Aq^..!  constantes  finitas  i  determinadas,  i  F4  (x), 
F2(x),  .  .  . ,  Ffli(^:r)  funciones  enteras. 

Es  de  observarse  que  A  nunca  es  cero,  pero  las  cantîdades 
AjjAa,  .  .  .,  AQt_i  pueden  serlo,  porque  iino  de  los  polînomios 
F|  (x),  Fj  (^),  . .  .  puede  ser  divisible  por  (a:  —  a). 

De  las  igualdades  que  preceden  se  dediice 

F(.r)  F{x)  A  A,  Aa_,         Fa(.r) 


Sî  se  pone 

Mx)  =  {x^bfMx). 

1  se  opéra  con  la  traccion  --7 — r  como  se  ha  hecno  con  -- — -,  se 

oblendrà  una  espresion  de  la  forma 

Fa(x)  _  Fa(.r)  __        B  B,  Bg-.,         F«^g(^) 

/,  (.r)       (^  -  ^)Vi  (^)  ""  (^  -  ^)^       («^  -  ^)«-'  -^  •  •  •  -^  ^  _  6  "^     /,  (X) 

i,  por  cons.îguiente, 

F(j?)  A  ,  A,  A«_, 

•  /  _  \Of I        •  •    •         ' 


J\x)        (^_a)*       (x  — a)«-i         ••    •    x—a 

B  .  B,  .  .     B«-.,    .    F«^i5(^) 


i^x  — ^)6         (X— 6)8-*  ^  •••  ^  a?— 6  /,{^) 
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Conlinuando  de  la  misma  manera,  se  obtendria  evidentemente  la 
formula  que  se  trata  de  eslablecer. 

216.  Teorema  IL  —  Vnafraccion  racional  no  puede  descom- 
ponerse  mas  que  de  una  sola  manera  en  una  parte  entera  i  en 
fiinciones  simples, 

Supongamos  que  se  hayan  encontrado  los  dos  desarrollos  si- 
firuientes  de  la  misma  fraccion  — - —  : 


B  B, 


A'  A', 


2t/    '     /   r. ^\a/-i    • 


B^  B', 


se  tendra 


(O 


V  B' 

E'(.r). 


Eslo  supuesto,  sîendo  a  i  J  los  majores  esponenles  de  ^  —  a  en 
los  respeclivos  mJembros,  digo  que  a  =  a  i  A  =  A'.  Supongamos 
que  a  i  a'  no  sean  iguales,  i  que  se  tcnga  a  >  a'.   Saquemos  de  la 

A 

ecuacion  précédente  el  valor  de  —-^ -7  i  reduzcamos  los  ter- 

mînos  à  un  mismo  denominador;  resullarà 

A         __  •  tp  (.r) 


6  bien 


(  j::  —  a)"-       (.V  —  a)^~*  •}  (or) 


A  rrr  ( ^  —  a) 


^(x) 
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5(j?)  i  ^(^)  son  poHnomios  enteros  de  ^r,  i  el  segundo  no  es  divi- 
sible por  .r  —  a,  Por  otra  parte  A  es  una  constante;  es  preciso, 
pues,  que  sea  nula,  porque  el  segundo  miembro  se  reduce  à  cero 
para  x  =  a. 

Si  pues  A  no  es  cero,  no  se  puede  lener  a  >>  a'  ;  del  raismo  modo 
se  probaria  que,  no  siendo  A'  cero,  no  se  puede  tener  a<;a'; 
luego  a  =  a'. 

Digo  ahora  queA  =  A'.  En  efecto  de  la  igualdad  (i)  se  deducc, 
poniendo  a=  a', 

A  — A'  o(.r) 


6  bien 

siendo  ç  (x)  i  4^  (j?),  como  antes,  polinomios  enteros  i  el  se- 
gundo no  divisible  por  (x  —  a).  La  diferencia  A  —  A'  es, 
pues,  nula,  porque,  para  :r  =  a,  cl  segundo  miembro  se  reduce  a 
cero. 

Siendo  iguales  los  términos  que  encierran  la  mas  alta  potencia 
de  (x  —  a)  en  el  denominador,  pueden  suprimirse  en  ambos 
miembros  de  la  iguaidad  (i),  i  los  dos  restos  quedarân  iguales. 
Razonando  del  mismo  modo  sobre  estosdos  restos,  se  verâque  los 
términos  que  contienen  en  el  denominador  la  mas  alta  potencia 
de  (x  —  a),  6  de  olro  binomio,  son  tambien  iguales;  i,  asi  sucesi- 

vamente,  se  reconoce  que  las  fracciones  de  los  dos  valores  de-?- — 

son  iguales  cada  una  à  cada  una  :  résulta,  por  consiguiente,  la 
igualdad  de  las  partes  enteras  E(a:)  i  E'(^). 

CoROLARio.  —  La  parle  entera  que  figura  en  el  valor  de  una 
fraccion  racional  descompuesta  en  fracciones  simples  es 

igual  al  cociente  entero  de  la  division  de  F  (x)  por/(x). 

Porque,  si  se  represenla  por E (j?)  el  cociente,  i  porc  (j?)  elreslo 
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de  esta  division,  se  tendra 

sicndo  el  numerador  de  la  fraccion  ~ — ^  de  errado  inferior  al  del 

denominador,  esta  funcion  se  anula  por  :p  =  oo,  i,  por  consi- 
guiente,  no  piiede  contener  parte  entera. 

^217.  Manera  de  determinar  las  fracciones  parciales  cuando  el 
denominador  no  tiene  sino  raices  distintas.  —  Sea 

y(j7)=r(^  —  a)  {jc  —  b)  . .  .  (a:  —  /). 

Si  F  (x)  représenta  un  polinomio  entero  cualquiera,  se  tendra,  por 
lo  que  ha  sido  espuesto  anteriorniente, 

(i)      -^--=  ' -i- j-  -H  ...  -h r--h  Eiœ), 

f{a')        {œ  —  a)       (x  — 6)  {-r  —  l)  ^     ^ 

en  que  A,  B,  .  .  . ,  L  son  constantes  i  E  {x)  una  funcion  enlera  de  x, 
Como  ya  heinos  dicho,  el  polinomio  E(:r)  puede  ser  obtenido 
efecluando  la  division  deF(:r)  por/(^);  quedan  por  determinar 
las  constantes  A,  B,  .  . . ,  L.  Multipliquemos  ambos  miembros  de 
la  ecuacion  (i)  poT/(x)j  résulta 

F(..)=A^l£l+»Zl£l+...+M4  +  E(u-)y(x). 

Esta  igualdad  se  verifica  idénticamente.  Si  se  hace  x  ^=  a,  todos 
los  términos  del  segundo  miembro  se  anulan,  ménos  el  primero, 
que  se  reduce  à  A/'(a);  por  consiguiente,  se  tiene 

de  donde 

Del  mismo  modo  se  obtiene 

R      F(*)  ,_F(/) 
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218.  Manera  de  determinar  las  fracciones  parciales  cuando  el 
denominador  contiene  raices  multiples.  —  Supongamos  que/(a:) 
contcnga  a  veces  el  factor  {x  —  a), 

Hemos  vislo  que  se  puede  poner, 

F(.r)  A  A,  A, 


{x  —  a)       ^{x) 

en  que  j-^ —  représenta  la  suma  de  las  fracciones  parciales  corrçs- 

pondienles  à  los  demas  laclores  de/(;r). 

Si  mulliplîcamos  ambos  miembros  de  la-ecuacion  por  (j;  —  à)', 
i  hacemos 

resultarà 


{x-r-a)'^^-o{x), 


o  {x)  1::=  A  -h  Aj  (^  —  a)  -h  A,  (a?  —  a)'  -H  ... 

-+-  Ajx-i  (x  —  a)«-'  4-  7-^  {x  —  «)«. 

Diferenciando  sucesivamenle  ambos  miembros  de  esta  identidad 
i  poniendo  despues  ^  =  a,  se  obtiene 

ç   a)  —A, 

ip"  (a)  :i-  1 .2  Aj. 

ç«'(a):-3A„ 

cp(«-«î(a)~|a_--j^Aa-i. 
Asi  quedan  determinados  los  valores  de  A,  A|,  A2,    .... 

219.  Modo  particular  de  descomposicion  en  el  caso  en  que  el 
denominador  contiene  raices  imaginarias.  —  El  método  que  aca- 
bamos  de  esponer  no  supone  que  las  raices  del  denominador  de  la 
frëccion  sean  reaies.  Es  aplicable  igualmente  al  caso  en  que  ha^a 
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raices  imaginanas.  Pero  entonces  conviene  inodiGcar  la  forma  del 
desarrollo,  de  manera  que  desaparezcan  las  espresiones  imagina- 
nas. El  modo  de  hacerlo  esta  fundado  en  el  teorema  siguiente  : 

Teorema.  —  Si  x^-\-px-\-q  es  el  producto  de  dos  factures 
imaginarios  conjugados  del  polinomio  f{x)y  n  ta  mas  alla 
polencia  de  este  trinomio  que  divide  à  /{x),  de  suerte  que  se 
tenga 

f{x)  =-.  (x«  4-/>a?  -H  7)  Vi  (-2^)» 

la  fraccion  racional  -jj—.  podrd  ser  descompuesta  en  dos  partes 
de  la  manera  siguiente  : 

F(.r)  P.r-hQ  F,  (.r'I 


f(jc)        (a;'-rpx-hqy'        {^r' -^  px -^  q  )''- 'J\{jl) 

en  que  P  î  Q  representan  cantidades  constantes  reaies,  i  F|  {x) 
un  polinomio  reaL 

En  efeclo,  se  tienc  idénticamenle 

F(jr)  Fr.r) 


f{x)       (x--H-^^.-+.r/)Vi(^) 


Vx^{)  F  (.r)  —  (P.r  4-  Q)/,  (.r) . 

H 


{x^  -\-px-\-q)i'  {x^ -^px-^qy J\{x)    ' 

se  puede  determinar  P  i  Q  de  manera  que  el  numerador 
F(j:) — (P-^-l- Q)/i  (^)  sea  divisible  por  {x'^  -\-px  -\-  q)^  es 
decir,  que  se  anule  para  cada  una  de  las  raices  de  la  ecuacion 

x^  -\~  px  -h  q  z=o. 
Scan  h-r-  k  ^ —  i  i  A  —  A'  ^ —  i  estas  dos  raices,  i  supongamos 


F  (h  ±k\f^)  —  [P  (A  ±  A:  V—  O  -+-  Q]/i  (^  ^  ^' V—  U  "  o; 
de  donde  se  deduce 


sicndo  M  i  N  dos  cantidades   reaies,  cuyos    valores  son   finitos  i 
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determinados,  puesto  que,  por  hipolesis,  f^  (^)  no  es  divisible  por 
i^x^  -k-px-\'  q).  La  ecuacion  précédente  se  descompone  en  las 
dos  siguientes  : 

que  dan  para  P  i  Q  estes  dos  valores  reaies  i  finitos. 

^^v     ^^ — -k — 

Siendo  asi  determinados  los  valores  de  P  i  Q,  escribiremos 

F(^-)-(P^-^Q)/'.(^)^p 

en  que  ¥^{x)  représenta  un  polinomio  real,  i  se  tendra 
V(x) P.r-4-Q  V,(x) 


k 

f 


F  (x) 
CoROLARio.  —  La  fraccion  -j. — ^podrd  descomponerse  de  la 

mariera  siguiente 

J\x)       {x*  -\-  px-{-q)"^       {x'-hpx-hgy^~^ 

P„^^x-hQ„-t    ^    F„  (x) 
X*  ~hpx  4-7        /i  (x)  ' 

en  que  P,  Q,  P«,  Qi,  ...   representan  cantidades  constantes 
reaies  iF„  (x)  un  polinomio  real. 

220.  Forma  de  la  descomposicion  en  elcaso  gênerai.  —  Com- 
binando  el  teorema  précédente  con  el  anàlogo  demostrado  en  el 
n®  215  résulta  el  siguiente  : 

Teokema.  —  Si  se  descompone  el  polinomio  f{x)  en  factores 
reaies  de  primer  o  i  de  segundo  gradoy  suer  te  que  se  tenga 

X  {x- -\- p X -J(- q)"^  .  . .  {x-  -h  rx-hs)'*'y 
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podrd  descomponerse  la  fraccion  racional  -y-t — \  ^^  ^^  manera 


»      • 


siguiente  : 


-h 


{x^-^px-^gY^       {x'-^px-i-qY^-^  x^  -hpx-^q 


R^-f-S  Ri^T-hSi  R;ii_f  J7 -f- Sw_, 

e/i  que  E(j;)  représenta  una  parte  entera  que  puede  ser  nula 
{  A,  A|,  . . .  ,  L,  L<,  .  .  .  ,  P,  Q,  P|^  Q«,  ...,  n,  b,  i\|,  o|,.. 
cantidades  constantes, 

221.  Determinacion  de  las  fracciones  parciales  correspon- 
dientes  à  los  factores  de  segundo  grade  provenientes  de  raices 
imaginarias  distintas.  —  Sea 

X'  -^-px-^q 

un  faclor  de  segundo  grado  de  f{x)  que  da  origen  a  las  raices 
imaginarias  conjugadas  h  ±  k  \j —  i .  Se  tendra  entônces 

F(.r)  _       P.r-hQ  o)(>r) 

/{,x)  ""  x*-i-px-hq       «H^")' 

de  tnaineraqae/{x)  =  (x' -\-px +q)f^{x).  Multiplicando  ambos 
miembros  por/(j?),  résulta 

(i)  F{x)  —  (Px'^Q)'\>{x)-^-(x*"^px-^q)io{x). 

Ahora  bien,  si  atribuimos  à  x  uno  ù  otro  de  los  valores  imagi- 


'     ^  •        « 


narios  hrhk  \' —  i ,  la  ccuacion  (  i  )  se  reduce  â 

i,  suslîtuyendo  repelidamente  —  {P'^  +  ç)  ^^  lugar  de  â;^  en  les 
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dos  miembros  de  (2),  llegaremos  finalmenle  à  una  ecuacion  de 
primer  grado  de  la  forma 

Ahora  pongamos  en  lugar  de  x  su  valor  h  ±  k^ —  1,  se  tendra 

Aqui  M  i  N  son  cantidades  conocidas,  i  M'  i  N'  encierran  las 
cantidades  desconocidas  P  i  Q  al  primer  grado,  de  suerle  que  se 
liene,  para  determinarlas,  dos  ecuaciones  de  primer  grado. 

222.  Determinacion  de  las  fracciones  parciales  correspon- 
dientes  à  factores  provenientes  de  raices  imaginarias  multiples. 

—  Supongamos  que  x^  -\- px+  q  sea  un  factor  de  segundo  grado 
repelido  n  veces.  Podemos  escribir 

t\x)       (x--T-/>.r-h<7)'*       {œ^-^px-hq)''-^' 


j-*  'hpx  -h  q         ^  (ût) 

suponiendo  /(x)  =  (x^  -^px  4-  q)"  ^  (x), 

Multipliquemos  ambos  miembros  por/(j?);  se  tendra 

(i)    ¥{x)-{Vx^hQ)'\^{x)-h{P^x^Q^){x''-hpx-^q)'^(x) 

H-  . .  .  -h  tt}{x)  {x* -h  px -hq)**' 

Âtribuyamos  à  x  uno  ù  otro  de  los  valores  que  anulen  u 
x^  -^px  -^  q^  la  ecuacion  se  reduce  à 

¥(x)^{Px-hQ)^{x). 

Procediendo  como  anteriormente,  se  hallaràn  los  valores  de  P  î  Q. 
Entônces  de  la  ecuacion  (1)  deduciremos 

¥{x)'-{Px^i'Q)^{x)^={P^x-^Q^){x*•i-px-hq)^(x)-i-  .... 

£1  segundo  miembro  tiene  x^  -bpx  +  q  como  factor  comun  de 
todos  los  términos,  i,  como  los  dos  miembros  son  idénlicos,  pode- 
mos dividir  por  este  factor.  Sea  ^  (x)  el  cociente  que  dà  el  primer 
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fnîembro  ;  se  tendra 

(Q)        cp(^)-=(P,^4-Qi)'M^) 

Âtribuyendo,  como  anles,  à  x  uno  û  otro  de  los  valores  que 
anulan  à  x^  -{-  px  -h  Çy  resultarâ    • 

<^{x):={P,x-^q,)'^(x), 

de  donde  deduciremos  los  valores  de  P|  i  Q|.  Entônces  se  operarâ 
con  la  ecuacion  (2)  como  se  ha  operado  con  la  ecuacion  (1),  i 
escribiremos, 


ffiix)  —  {P^x  -\-  Qi)^(x)  -h  {PiX -h  (^z)  {x-  -\- px  -h  g)^{x) 

i    asi   sucesivamente,    se    determinaràn    las     demas     cantidades 

223.  Ejemplo.  —  Sea  la  fraccion 

X'  —  3  .r  —  n 


Escribiremos 

X*  —  3x  —  VI  Px-hQ  P|.r-hQi  ti>(^) 

(X* -{- X -hl)' {x  ■+-l)'~~  (x-  -hX-j-l)^         X'-hX-hl  (.X'-hl)- 

Enlônces 

(l)  X*-'^X'^2—{PX'hQ)(x-hiy 

-!-(P,;r-+-Qi)(.r«-+-.r4-i)(^4-i)' 
-^  O)  (x)  (x^  -h  X  -\-  i)-. 

Poniendo  en  lugar  de  x  uno  û  otro  de  los  valores  que  satisfacen 
à  la  ecuacion  j?^  4-  :r  +  i  =  o,  la  formula  (i)  se  reduce  â 

x^  —  3x  —  2  —{Px  -h  Q){x  -^  ly  =  {Px  -h  Q)  {x*-  -i-  2x  -i- 1), 

î,  como  se  tîcne  x-  =^  —  (^4-  1),  résulta 

de  donde 

P  =  3,        Q=-i.      ^V     c 


•   1 
'      ». 


V 


J  C 


A'vJ^M.tvilcô^.U^    ^  ■' 


'^^^    y<..v>t>->    -'.v--'^.^^.  ,...,,  ^ 


J  -     .  '         ...         i 


t 

0 
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Siistiluyendo  estos  valores  en  ia  ecuacion  (i),  se  halla 
(.r-  — 3^-2)— (3^  — i)(.r4-i)-=(PiX-hQi)(jc*-+-^-hi)(x4-i)ï 

Dividamos  ambos  mlembros  por  x-  +  jt  -f-  i ,  résulta 

—  {3.r -h  I )  =  (  Pj  J7  4- Qi)  (j? -h  i)' -h  w  (  jr)  (x* -h  j:- -h  i)  ; 
hacîendo  de  niievo  a-  =  —  (jc  -f-  i),  se  liene 

—  (3x  4- i)  =  (F,  x-h  Qj)  (.r» -h  2  ^ -H  i)  =  (Pi;r  4- Q,)  x 

—  PiX'4-QiX=i  —  P,  (a^'4-  i)-!-Q|X, 

de  donde 

Asi  quedan  determinadas  ias  fraccîones  parciales  correspon- 
dicnles  al  faclor  x^  -^  x  -{-  i, 

Dclcrmincinos  ahora  las  fracciones  parciales  correspondienlcs 
al  factor(x  -f-  i).  Podeinos  escribir 

.r*  —  3.r — *7  \  \,  î»>(.r) 


Aplicando  la  régla  del  n^  218,  se  ohtiene 

A  =r  2 ,  A ,  :=  —  I , 

de  inancra  que  tendremos 

.r'  —  3  .r  —  *i  3  ,r  —  i  j-  —  2 


(.t:»4-.r-f-  i)*(.r-+-  1)-        (x- -h  .r  4-1)*       .r-4-.r4-i 

*>  I 


(jC-hl)*  JT-hl 


Ejercicios. 


h  --: r, =  >a:4-  IJ  — 


«C^  —  3  X  -h  2  X  —  l     '-fc*  —  'A 

X^  —  5x*-h'i2r-r-y~"         JT-i-l         {x — S)*         X  —  3 
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3. 


4. 


5. 


6. 


5a:-f-6â? —  aa?* 


17 


(3-H2a:)» 


H-  r. 


a(3H-2ar)»       (3H-2ar)*       2(3 -h  aa?) 


2H-  3a? 


i4 


(4-a?)3       (4-07)5       (4  — a?)» 


yJi-^-x 


4- 


\/2  —  a? 


-i-  a:  /a  H-  a:*       i  —  a?  /a  -i-  a7« 


a?*  -f- 1 


aa?  —  I  I 


] 


I 


(a;  — i)*(a:r»-hO  3(a?*  — a?-+-i)       (a:  — i)*       a(a?  — i)» 

I  5  I 


4(a7  — i)*       8(a7  — I)  '    a4(a?-hi; 


»7 
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LECCION  XXVIL 


INTEGRACION  DE  LAS  FUNCIONES  ALGEBRAICAS, 


224.  Integracion  de  las  fracciones  racionales.  —  Segun  aca- 

bamos  de  ver,  toda  fraccion  racional  — ^ — ;  de  la  variable  x  puede 

descomponerse  en  una  parte  entera,   que   puede   ser  nula,  i  en 
diversas  fracciones  mas  sencillas  que  afectan  las  formas 

A  A  P.r-f-Q  Pi^-4-Qt 

X  —  a  {x  —  rt)**'  x^-\-pX'hq  {x^  -^px  -^  q)'^ 

Luego,  para  inlegrar  una  iraccion  racional  basta  saber  integrar 
estas  cuatro  fracciones. 

Examinémoslas  sucesivamente-. 

1.    /  - — —  •  Esta  intégral  ha  sido  ya  obtenida  (n*  211,  VI),  i 
«. 

cscribiremos  inmediatamente 


j 


r  r—  AI  (x  —  a)  -h  C. 

(x--a) 


Es  de  observarse  que  se  emplearâ  esta  formula  cuando  (x  —  a) 

es  positivo  ;  pero  si  (x  —  a)  fuese  negativo  séria  preciso  cambiar 

Al(^  —  a)  en  Al  (a  —  x)y  lo  que   es  permitido,  puesto  que  se 

liene 

r/.r  dx 

d\  (a  ^  x)  ^= =1 • 

a  —  X       X  —  a 

kdx 


II.    I  — — ^-— •  Pongramos 


X  —  a  =z  t,         dx  =z  dt  ; 


( 
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résulta 

/'     Kdx  .    rdt       .    r     ^  ,  —A  ^ 

î,  sustituyendo  en  lugar  de  t  su  valor  x  —  a,  se  obtienc 

/kdx —A 

III.  — j -^^ --•  Se  supone  que  en  esta  espresion  p  '\  q  son 

\X    -}r p X -\^  q j 

taies  que  se  tenga  p^  —  4  5^  <o?  Presto  que  x^  -{-  px  '\-  q  es  el 
producto  de  los  factores  lineales  correspondientes  à  dos  raices 
imaginarias  conjugadas  de  la  ecuaciony*(;r)  =  o.  Pongamos 


^=-f-^y^7- j^         dx=^i^ q-Bldt; 
résulta 

r{Px-^(^)dx _     r  tdt      _2_ 2_  r   dt 

J    x'-^px-hq"      J   l*-hi'^       /  hij   ^»-f-T' 

Para  obtener  la  primera  intégral  del  segundomiembro,  basla  hacer 

t'-hlzzzZy  2tdt  =  dz, 

i  résulta,  con  la  diferencia  de  una  constante, 

r  tdt       1  rdz     I ,       ï , ,  , 

J    t^-\-  1  'ijz  2  2  ^  '  ' 

En  cuanto  â  la  segunda,  se  liene 

dt  2 


r   dt 

I  -J =  arc  tan  g  frr:  arc  tan  g 


Luego 

r{Px-i-Q)dx     P,.  . 

/  —; ^ =  -lix--^- px-^q) 

J    X'-ï-px-^q  2  '^  *' 

2  2 

-\ ,  arc  tang  ■ — ^  4-  C. 
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y-;5 ^ — r^-  Aqui  tambien  se  supone  p^  —  iq  <  o. 

Poûgamos,  como  an  tes, 

résulta 

r   (P.r-hQ)dœ    __  P  r       tdt 


^         a  r       dt 


La  primera  intégral  del  segundo  miembro  se  obtiene  haciendo 
de  donde 


r      tdt       __\    Çdz 


a(/i--  1)5'*-» 
I 


Para  integrar  la  segunda  parle,  escribamos 

r       dt       _   r        dt r     t^dt 


Pero 


r_^_dt___  i  r      2tdt 

J    {t'-+-  l)«  ""  2  J    ^  (f*4-  I)" 


é,  integrando  por  partes,  résulta 


/'     t«  (/< I 1         r 


(<«H-i) 


/#— I 
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Sustituyendo  este  valor  en  la  formula  (i),  se  halla 

/dt t an  — 3    r         dt 

de  manera  que  la  intégral    /  --p —  esta  reducida  â  la  de  otra 

de  la  misma  naturaleza,  en  la  que  el  esponente  n  del  denominador 
esta  disminuido  en  una  unidad. 

Continuando  de  esta  manera  se  encuentra  para  espresion  de  la 
intégral  en  Question, 

/dt       __  V       1 t  2/t  — 3 t 

(/*-f-  l)«  "~  [2/1  —  2  (/-4-  I)'*-»  "^  (2/1—  2)(2/l  — 4)  {^t'-k-  l)"-« 

(2/1  —  3)(2/i  —  5).. .3      t     "I 

(2«  —  2)(2/l  —  4)   .  .  .  2  ^*  -h  I  J 

(2/1  —  3)(2/i  —  5). ..3.1  ^ 

4-  ^^7 ~7 7- arctang^  -f-  C, 

(2/1  —  2)  (2/1  —  4)  ...  2  '^ 


à  causa  de 


r    dt 
j  ^j-j-y^arcUng^-hC. 


225.  EjEMPLOS.  —  I.  Sea  la  intégral 

X'  —  3j7-i- 

Se  liene 

a  a?  —  I  3 


—  dx, 
2 


x^  —  3j:-f-2       X  —  2       X — i' 
luego 

J   .r-  —  Ovr-+-2  J7 — 1 

II.  Se.a  la  intégral 

/x^ 

Aplicando  las  reglas  de  la  descomposicion  de  las  fracciones,  se 
lialla 

x^  _        i  /      1  2  a?  -f-  I     \ 

rz  ^'  -f-  —  ( }-  1  • 

X^  —  I  Ô    \X  —  I  X*  -\-X~^  l  J  * 
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luego 


/ 


•^'''•^  =  '[x'-i-U^'-Ol  +  C. 


x^  —  I       3 


226.  Integracion  de  las  funciones  algebraicas  que  no  encie- 
rran  otras  espresiones  irracionales  sino  potencias  fraccionarias 
de  la  variable.  —  El  caso  que  nos  ocupa  es  la  integracion  de  una  dife- 

rencial/(^)rf:r,  en  la  que  lafuncion/(^)  es  unafuncion  racional 
de  potencias  enteras  i  fraccionarias  de  x.  En  estas  condiciones  la 
diferencial  se  reduce  fâcilmente  à  la  forma  racional  por  un  cambio 
de  variable. 

Sea  m  un  numéro  entero  divisible  por  los  denominadores  de  los 
esponentes  de  x  enf(a').  Bastarâ  poner 

œ  =  t"' ,         de  donde         dœ  =  mt"^-^  dt, 

i  se  tendra 

/(.r)  dx  =  m/(t»')  /'»-*  df, 

en  que  el  segundo  miembro  es  una  funcion  racional  de  t, 

Una  transformacion  anàloga  se  emplea  para  la  integracion  de 

/{x)  dxj  cuando/(^')  es  una  funcion  racional  de  a?  i  de  potencias 

fraccionarias  del  binomio  ax  -f-  b. 

Sea  m  un  numéro  entero  divisible  por  los  denominadores  de  los 

esponentes  de  estas  potencias  ;  haciendo 

ax  -H  ^  =  t^",         de  donde         x  --  j  dx=:  — 1*"~^  dt  ; 

a  a 

resultarâ,  despues  de  las  sustituciones, 

f{x)dx  =z(f{t)dt, 

en  que  ©  (/)  représenta  una  funcion  racional. 

227.  Ejemplo.  —  Consideremos  la  diferencial 

» 

I  -h  V^* 


3; 


hagamos 


dx  ; 


XTizt^        dx  =  6t^dt, 
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de  donde 

l±^dx  =  ^%^  dt  ^Ç>{t^  --  t'  ^  t^  -\-  f"  -  t  -  x)dl 

^tdt  6dt 

é,  integrando,  résulta 


/ 


14-^-  7  5  2 


31(^5  -f-  i)  H-  6  arc  langage  +  C. 


228.  Integracion  de  las  funciones  algebraicas  que  no  encie- 
rran  otras  irracionales  sino  la  rais  cuadrada  de  un  polinomio  de 
segundo  grade.  —  El  problema  que  nos  proponemos  resolver  es 
hallar  la  intégral  de  una  diferencial  de  la  forma 


F  {Xy  \la-\-  bx-v-  ex* ) dx, 

siendo  la  funcion  F  una  espresion  racional  con  relacion  à  â?  i  al 
radical. 

El  coeiiciente  c  podemos  hacerlo  salir  fuera  del  radical,  i,  por 
consiguiente,  sin  disminuirlageneralidad  delà  espresion,  podemos 
suponer  que  el  radical  sea  de  la  forma 


sja  4-  bxzïix*. 

Elmétodo  que  se emplea consiste  en  transformar ^,  yja  -\-  bx±x* 
i  dx  en  funciones  racionales  de  una  nueva  variable,  de  manera  que 
el  problema  se  reduzca  à  la  integracion  de  una  funcion  racional. 

Conviene  examinar  separadamente  el  caso  en  que  el  término  x*^ 
debajo  del  radical  esta  precedido  del  signo  4-  i  el  caso  en  que 
esta  precedido  del  signo  — . 

I.  Supongamos  que  el  radical  sea 

V'a-*^  bx  4-^'. 
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Primera  transformacion.  —  Pongamos 


v/a  4-  bx  -^  x'-=-t  —  J7, 
elevando  al  cuadrado,  se  tîene 

a  -h  bx  =  f*  —  a  tXf 

de  donde 

^»  —  a  / 7 ;       t^-\'bt-^a 

2t-\-  b  ^  2t-^  b 

,         2(t^-h  bt-ha)dt 

ax=  ■ p— y 

("it-hby 
i  la  sustilucion  de  estos  valores  darâ 


F  {x,^a-h  bx  -h  X*)  cix=:^{t)dt, 
en  que  ^  {t)  désigna  iina  funcîon  racional  de  t. 

Segunda  transformacion .  — <  Se  puede  tambien  emplear  la  trans- 
l'orinacîon 

V^a  4-  ^  j;  -f-  ^*  =  v  a  +  ^^> 

la  cual  no  conviene  sino  en  el  caso  en  que  a  sea  positivo;  de  otra 
nianera  se  înlroduciria  iina  cantidad  imagînaria. 

Elevando  al  cuadrado  la  ecuacion  précédente,  résulta 

b-hxz=z2t^a'i-  t'Xy 
de  donde 

^tJâ  —  h  , ; ; /*  y/a—  bt-^Jâ 

x=z — 1 -— ,  \;'a-\- bx -hx^—  — -T — =:— > 

__  i(t^\Ja--  bt'\-\/a)dt 
i  la  suslitucion  de  estos  valores  darâ 


F  {x,  \a  4-  6j?  -h  x^)dx  =  •]/  {t)dtt 
en  que  '^{l)  représenta  una  funcion  racional. 
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Tercera  transformacion.  —  Cuando  las  dos  raices  del  trinomio 
a  -f-  bx  +  x^  son  reaies,  lo  que  tiene  sieinpre  lugar  cuando  a  es 
negativo,  puede  emplearse  otra  transformacion.  Sean  Xq  i  x^  las 
raices  de  la  ecuacion  a-\-bx-\-x^  =  o,  de  suerte  que  se  tendra 


^a-\-  ùx  -^u:^z=z^'{a;  —  jUo){x  —  Xi). 
Pongamos 


^ia  4-  ùx  H-  07*  =  ( JT  —  ^o)  ^ 
de  donde  résulta 

X  "~"~  X^  —  v*^  """  ^0/  '*> 

î,  por  consiguicnte, 

X\  —  Xq  t~  I ;     r ;         -  (  .Tj  —  X^  )  / 

a:=  __— ^,  ^^a^bx-\-x^=  ———^, 

,    2  (r, — Xf^)tdt 

la  suslitucion  de  estos  valores  darà 


F  {Xj\a-^  ùjc-h  x'^)dxTizf^{t)clt, 

en  que  funcion  ^  (l)  es  un  a  funclon  racional. 

II.  Consideremos  ahora  el  caso  en  que  el  radical  sea 


ya  -f-  Ox  —  X*, 


Para  reducir  la  diferencîal  F  (x,  \/a  +  bx  —  x'-^)  dx  â  forma  racio- 
nal, se  puede  emplear  la  segunda  ô  la  tercera  transformacion, 
cuando  a  es  positivo. 

Si  a  es  negativo,  sera  preciso  limitarse  a  la  tercera  transforma- 
cion, si  no  se  quiere  introducir  valores  imaginarios. 

1**  Supongamos  a  >  o.  Se  pondra 

y/a  -+-  bx  —  x'-=,\[â  '\-  tx, 
î,  elevando  al  cuadrado, 

b  —  xzzLits^'a-^-t^x, 
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de  donde 

i  la  sustitucion  darà 


F  {x,  s/ a  -h  bx  —  a?- )  c^^r  =  ^{t)dt, 

en  que  6(^)  représenta  una  fiincion  racional. 

2^  Cualquiera  que  sea  la  constante  a,  la  ecuacion 

a  -h  bx  —  j?*  =  o, 

tiene  siempre  raices  reaies,  porque  de  lo  contrario  la  espresion 

^a-^-bx  —  x^^  séria  imaginaria.   No  escluimos  este  caso;   pero, 
como  entônces  puede  escribirse 


y/a  -h  bx  —  J7*  =  sj —  I  \' —  ax  —  bx  -i-  a;*, 

se  volverâ  al  caso  anterior. 

Designemos  porxo  i  x^  las  raices  de  a  4-  bx  —  j?*  =  o,  i  supon 
gamos  X\  >  Xq.  Se  tendra 


v/a4-  bx  —  X*  =  V^(^  —  ^o)(J^i  — ^) 
Pongamos 


de  donde 

^ X^-\'  x^t  I  —-  \Xx  —  x^)t 

\  -\-t'  ^  I  4-  /* 

(14-^*)*  ' 

i,  sustituyendo,  se  tendra 

en  que  *^{t)  es  una  funcion  racional. 
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229.  Integracion  de  las  funciones  algebraicas  que  no  encie- 
rran  otras  irracionales  sino  raices  cuadradas  de  dos  binomios  dis- 
tintos  de  primer  grado.  —  Sea  una  diferencial  de  la  forma 


F  (vT,  v^a  -h  bxi  \ja'  -h  b'x)  da\ 

en  la  que  F  représenta  una  funcion  racional  de  las  très  cantidades 

x^  \Ja  -f-  bx^  yja  -\-b'x, 

La  integracion  de  esta  espresion  puede  reducirse  al  caso  que 
acabamos  de  examinar.  En  efecto,  pongamos 

a:  -\-  b'x=:t^.  X  —  — 7- — ,  ax  =  -z-:tat: 

b  b 

la  diferencial  propuesta  toma  la  forma 

eo  que  T  représenta  la  raiz  cuadrada  de  un  polinomio  de  segundo 
grado  en  t^i  fb  una  funcion  racional  con  relacion  à  ^  i  T. 

230.  Ejemplos.   —  I.  Sea  la  intégral 

dx 


j 


y/«  -h  bx  -hx^ 
La  primera  transformacion  del  n^  228  darà 


J  s/a-i-bx+x*        I    t  +  t        V        ^z 


6  bien,  poniendo  en  lugar  de  t  su  valor^  -h  y^a  -|-  bx-\-  x'^, 
J    Sla-^-bx-^x^         \  a       *  / 


II.  Sea  la  intégral 


/  V^a  4-  bx 


J?*  dx,  ! 
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Aplicando  la  misma  transformacion,  se  obt'iene 
j  sJa  +  ba:  +  x'-djc=L     j     LA Il V__iZJ_  rff 

.    de  I  /  b^Y       .        dt 


c. 


Pcro  se  liene 


/  4-  -  =  J?  H h  V^a  -h  6a-  -h  X-  > 

2  2  ' 


.    ■=  —  X h^a-h  bx  -^jc'i 

2 


sustîtuyendo  estos  valores,  résulta 


I   ya  -h  6x  -+-  ar"  i/j?  =  -  (  J?  H —  J  V  a  -4-  bx  -+-  jc* 


-(a— -7-jl  (xH h)/a-^bX'\-x*j  -hC. 


111.  Sea  la  intégral 

''''  (mx  -h  n)  dx 


y    (m 


-h  bx  -h  x^ 
Se  tiene  idénticamente 


[x^^^dx 


(  mx  4-/0  rfj?       /  6/w  \  dx 

,  =  —  in ,  =  -h  /rt    ;  '    => 

v'a -h  6ar4-iC*       \  ^   /  y/^  _|_  ^j;  ^»^i  ya-+- 6j:4- Jf* 
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é,  integrando,  résulta 
[mx  -h  n)dx 


J  Sla 


'        /  hm\  V  b         , — 

-h  m  v/a+  bx~h  x^  -+-  C. 


X' 


lyercioios. 


1. 


/ 


rr*  da: 


rF»-+-  5a7»-f-  8iî:-h 


-  ==  — hl(i-4-ar)-}-C. 


'•/ 


flfcr 


0?*-+-  237* -H  3iF* 


90  L 


—  X 


-f-3)(ar-f-  iV»        Î16 


a?to 


—  arctani^ 
Il  ° 


î 


3-  /  ; ,, ,   ^   — -cte  =  Tl- r-  —  arctangar  — 


(a?«-h  i) 


4    i,j?— iV 


2(ar—  l)*        2(37  —  I) 


4. 


iv 


r/.r 


_^    I      I  -f-  37  v/^  -4-  ar*       I 
2*     I  —  o?  ^-f-a**     2* 


arc  tan  g 


rrv/2  1 
I  — ar»J 


5. 


6. 


7. 


8. 


9. 


r/a*  I  ,  I  -h  37        I 

—  -  1 ! — arctang37. 


37*       4     I  —  ^       a 


dx 


X  /a;* -ho:  —  i 


37—2       ,, 
=  arcsen —  h-  C. 


37  y^ 


/ 


xdx 


f 


^laX  —  37* 

d.r 


--=  -  y/iax--x^  -*-  ar^îsen  verso  ^  -+-  C. 


.r*'      ^  \/37>  — 


X  H-  ^37*  •—  I 


-  -i-   ;-  I  (37  -4-  |/X»  —  I  )  4-  C. 


G. 
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LECCION  XXVIII. 


DIFERENCIALES   BINOMIAS. 


231.  Defînîcion.  —  Se  llaman  diferenciales  binomias  las  que 
son  de  la  forma 

en  que  a  i  b  representan  cantidades  constantes  i  m^  n^p  très 
numéros  racionales. 

Sin  disminuir  la  generalidad  de  la  formula,  puede  suponerse 
que  los  esponentes  m  i  n  sean  numéros  enteros;  porque,  si  fuesen 
fraccionarios,  bastaria  poner 

m 
X  =  ^''j         dx  =  rf-^  dty 

siendo  r  un  numéro  divisible  por  los  denominadores  de  dichos 
esponentes.  Por  esta  sustitucion  la  diferencial  propuesta  se  reduce 
a  la  forma 

en  la  cual  los  esponentes  de  la  variable  son  enteros. 

ïambien  puede  suponerse  que  n  sea  positivo,  porque,  en  el  caso 
contrario,  escribîremos 

X"'  (a  4-  bx"" y  —  .2?'"-'»/'  ( b  +  a^» )''  dx, 

i  de  esta  inanera  el  esponente  de  x  dentro  del  paréntesis  queda  con 
signo  positivo. 

232.  Cases  de  integrabilidad.  —  Cuando  cl  esponente  p  es 
cntero,  la  diferencial 

a?"»(a4-  bx'^ydx, 
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es  racional,  i,  por  consiguiente,  es  inlegrable  por  los  procedi- 
mientos  ya  espuestos. 

Existen   otros  dos  casos  de  integrabilidad.  En  efecto,  hagamos 

a -h  bx'*  =  t, 
de  donde 


7  — 


l a\'*-  I    (t rt\ '*"' 


m  +  1 


b 
ij  sostituycndo,  résulta 

jc"'{a-\'ba:'')Pda:=z-^tP  (^-^j   '*       dt. 

Esta  diferencial  puede  reducirse  à  forma  racional,  si 

m  -4-  f 


n 


=z  un  numéro  entero; 


porque,  sî  p  es  igual  a  la  fraccion  -^j  bastarâ  poncr 

El  olro  caso  de  integrabilidad  se  obtiene  poniendo  la  diferencial 
bajo  la  forma 

Xfn+np  (  ^  _^  a  j?-«  )P  dx, 

La  condicion  que  acabamos  de   encontrar,  aplicada  à  esta  for- 
mula, da 

m  4-  n/7  H-  I 


—  n 
à  bien 

m  H-  I 


un  numéro  entero, 


n 


-{-p=.  un  numéro  entero, 


condicion  que  podrà  ser  llenada,  cuando  la  primera  no  lo  sea. 
Por  ejemplo,  para  la  diferencial 


se  liene 


x^  (rt-h  bx*)^  dx, 


//n- 1       5  m  -\-  1 

n  ô  n  '^         ' 
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de  saerte  que  se  encuenlra  satisfecha  solo  la  segunda  condicion  de 
integrabilidad. 

233.  Reduccion  de  la  intégral  de  una  diferencial  binomia. 

—  Cuando  una  diferencial  binomia  no  esta  comprendida  en  uno 
de  los  casos  de  que  acabamos  de  hablar,  se  procura  reducir  su  inte- 
gracion  à  la  de  formas  mas  sencillas.  Este  objeto  se  consigne  acu- 
diendo  al  método  de  integracion  por  partes. 
Observemos  que  la  diferencial 

es  el  producto  de  los  dos  factores 

el  segundo  de  los  cuales  es  la  diferencial  de 

^  • 

tambien  puede  considerarse  la  diferencial  binomia  como  el  pro- 
ducto de  los  dos  factores 

el  segundo  de  los  cuales  es  la  diferencial  de 


^fn-h-\ 


asi  la  integracion  por  partes  da  las  dos  formulas  siguientes  : 


(   (  x"'{a  +  bx'')Pdx 

=  i~ — ^ 7-7 r     /    ^'"-'*(a-h6^«)'^*ûfj-. 


f  x"*{a'\-bx")Pdx 

- —   I  x'«+"  {a-^bx" )P-^ dx. 


(2)  . 

^    ^^  x'^-^^a-hbx'')P         pnh 


m  4-  I  m 


Por  medio  de  estas  formulas  la  intégral  propuesta  queda  reducida 
à  otras  de  la  misma  forma,  i  en  las  cuales  los  esponentes  m  \p  son 


•  r 
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reempiazados  respeclivaraente  por  (m  —  n)  i  (p-hi),  à  por 
(m  -\-  n)  i  (jp  —  i).  Se  habrà  obtenido  iina  reduccion,  si  los  nuevos 
esponentes  son  ambos  mas  sencillos  que  los  esponentes  primitivos  ; 
al  contrario,  la  transformacion  no  presentarà  ventaja  si,  al  disminuir 
uno  de  los  esponentes,  se  ha  elevado  ei  otro.  Pero  puede  estable- 
cerse  formulas  en  que  solo  m  6  p  quede  disminuido. 

A  este  efecto  distinguiremos  varios  casos. 

i"m>o.  Consideremos  la  intégral  que  figura  en  el  segundo 
miembro  de  la  formula  (i).  Se  tiene  idénticamente 

z=ia  I  a;"^-^  {a-h  bûc'*)Pdx -\- b  f  j^'"^  {a -{-  ba:")P  da:, 

Sustîtuyendo  este  vaior  en  la  ecuacion  (i),  résulta 

/  x"Ha'^bx'^)Pdx:=z t- — 

J         V"-^^-^   )  "^^  nb(p-hi) 

-— -'    /  x"'-''ia-\-bx'')Pdx 


nb  {p  - 
b{m  —  n  -\-  i)    f 


nb(p 


M)     / 

I  x'*^(a-\-bx'^)Pdx. 


Pasando  al  primer  miembro  el  ùltimo  término,  i  reduciendo,  se 
obtiene 


'     #  • 


l    /  ^'"(a-4-  bx'')Pdx 

/  =  — rr-^ [ T7 -X  /  •^'"~"  («  -H  bx'')Pdx. 

f  b{np-h  m-\-i)  b{np-i-m-\-i)  J 

Asi  la  integracion  de  x'^  (a  +  bx'^)Pdx  queda  reducida  a  la  inte- 


gracion  de 


/  a:'«-«(a-h6a:«)''c/ar. 


Esta  à  su  vez  se  harà  depender  de 


jx'^'*''{a-hbx'')Pdx, 


i8 
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i  asi  sucesivamente;  de  suerte  que,  si  m  es  mayor  que  /i,  repre- 
sentando  por  in  el  mayor  mûltiplo  de  n  contenido  en  /??,  la  inte- 
gracion  quedarà  reducida  à  una  espresîon  de  la  forma 


/ 


xm'in^^a^bx'')Pdœ. 


2'*/>;>o.  En  la  transformacion  que  acabamos  de  indicar,  la 
reduccion  afecta  el  esponente  de  x  fuera  del  paréntesis,  quedando 
invariable  el  factor(a-h  bx'^)P-  Podemos  hacer  lo  contrario;  dejar 
invariable  el  factor  a?'",  i  disminuir  el  esponente  p.  Para  ello 
observemos  que  se  tiene  idénticam^nte 


/|»/n-f-/i  — 


x'^ia-^  hx^)  —  a.r 


m 


Pongamoseste  valor  de  ^'""'""  en  la  intégral  del  segundo  mîembro 
de  la  formula  (  2  )  ;  résulta 

I  jc"»^'*  (a-hbx" )P-^ dx 

z=i  I  x"'{a'hbx'')Pdx'-j  I  x»'(a-\-bx")P''^dx 

Sustituyendo  esta  espresion  en  la  formula  (2),  se  obtiene 

I  x"'(a'hbx'')Pdx=zi  î^ ^- I  x"'(a-hbx'')Pdx. 

f         ^  '  /?j  H-  I  ni-^-x  J         ^  ^ 

-f-  J^E!L    i  jc»i  fa  -+•  bx" )P-^ cLv 
m  H-  I  J  ^ 


pasando  al  primer  miembro  el  término  precedido  del  signo — ,  i 
reduciendo,  se  halla 

Il  x'"{a-hbx'')Pdx 
— — -\ i- /  x'"^  (a-{- bx'^)P'^dx, 
np  -h  /'*  -h  i            np  -{-  m  -ht  J 

Por  medio  de  esta  formula  se  restarân  sucesivamente  de  p  todas 
las  unidades  que  contenga  este  esponente. 

Es  de  observarse  que  las  formulas  (3)  i  (1)    se  hacen  ilusonas 
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cuando  se  tiene 

,  w  4-  î 

/^  z>  -i-  w  -h  1  =  o         o h  P  =  o  ; 

n 

pero,  como  entônces  se  veriiica  la  condicion  del  segundo  caso  de 
integrabilidad,  la  intégral  propuesta  piiede  ser  obtenida  por  una 
transformacion  que  reduce  la  diferencial  à  forma  racional. 

3®m  <  o.  Cambîemos  m  en  m  -+-  /i  la  formula  (3);  se  obtendrà 


/ 


xf^-^''(a^bx'')Pdx  — ^—— 

^  b{np-\-ni-^n-^i) 

a  (m  -\-  \) 


b(np  -\-  m 


i  x''*(a->nhx^)Pdv, 


resolviendo  esta  ecuacion  con  relacion  à  la  intégral  que  figura  en  cl 
segundo  miembro,  résulta 

/  x"^  {a  -h  bx^)Pda' 
x'^'^U^-^bx'^)P-^^       b(m-^i -h  n-\- np)    f      .     ,  ,       v      , 


Por  el  empleo   repetido  de  esta  formula,  la    intégral  buscada 
podrà  ser  reducida  à  la  siguiente  : 


/ 


x>»-^(M)"  (a-\-  bx")Pdxy 


en  là  cual  in  représenta  el  mayor  mûltiplo  de  n  contenldo  en  m. 
La  formula  (5)  se  hace  ilusoria  cuando  se  tiene 

/w  -h  I  =  o  ; 

pero  entonces  se  verifica  la  condicion  exigida  para  el  primer  caso 
de  integrabilidad,  i  el  valor  de  la  intégral  propuesla  se  obtiene  por 
el  mélodo  de  sustitucion. 

4°p  <  o.  Cambiemos  p  enp  -{-  i ,  en  la  formula  (4  )  ;  se  obtendrà 


/ 


x"'(a-+-bx'*)P-^^dxz=z ^ 

^  m  -\-  i  -h  np  -h  n 
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resolvicndo  esla  ccuaclon  con  relacîon  à  la  intégral  que  figura  en  el 
segundo  micmhro,  résulta 


/     .*» 


l    /  X''"  (a  -hbœ'^ydjr 


— : 1 I  x"^(a -\- b.r'^)P^^djr. 

an  (/?  H-  I }  cm  (/>  H-  i  )         J 

Si  el  valor  absoluto  de  p  es  mayor  que  i ,  por  el  empleo  repelido 
de  esta  formula,  se  acabarâ  por  reducir  este  esponente  â  eslarcom- 
[)rendido  entre  o  î  i . 

Cuando/?  4-1=0,  la  formula  (6)  sehace  ilusoria,  pero  en  este 
raso  la  diferencial  binomia  es  racional. 

231.  Aplicaciones  de  las  formulas  de  redaccion.  —  I.  Consi- 
dère mos  la  intégral 


/•  y 


Esta  espresion  esta  comprendida  en  los  casos  de  integrabilidad; 
porquc,  SI no  es  entero,  lo  sera  — ■ h  -• 

H.  Tomemos,  como  otro  ejemplo,  la  espresion 


Esta  intégral  pertcnece  à  la  clase  de  las  que  acabamos  de  estudiar; 
se  tiene  aqui 

rt=i:l,  b  =  —  I,  n:zz.2y  /^m  — 1 

i,  por  la  misma  razon  anterior,  se  encuentra  la  intégral  compren- 
dida en  uno  de  los  casos  de  integrabilidad. 
La  formula  (  3)  de  reduccion  da 

,-^ = H /     ,  dx. 


DIPERENCIALES    BINOMIAS. 


2 


/  / 


llagamos  siicesivamenle  m  =  i,  3,  5,  ...  ;  se  tendra 
r    oc  dx 


y 


VI  —  Jo- 


y  1  —  J7* 

/''    jp^  dx    X'    ,_ 


2     r     xf/.r 

/'^    x*d.r    x^    , 4     /*    x^dx 


de  donde  se  deduce 


xdx 
V/i  —  X* 


V  1  —  ^- , 


/ 

r    x^dx    _  /x'        2  \ 

J  V 1  —  ar« ~  V"3""^i.3yv 

/•    x^  dx    /:r*       4-2^*         îî»4   \    , 

J 1 ^«  \  5         3.5        1.3.5/  V  * 


I      —     et- 


^S 


î,  en  gênerai,  si  m  es  un  numéro  rmpar, 


y 


X"»  éY.r 


v' 


I  —  X^ 


=-[ 


X 


m-1 


//i 


•4- 


(  //t  —  2  )  //i 


4-  ...  4- 


2.^   ...   (/W  —   I  )  .Z* 

1.3  ...  //{ 


V 


"""  X    ~t~  v^. 


Si  m  fuese  un  numéro  par,  se  llegaria  à  la  formula 


/ 


=-[ 


a? 


m-t 


/n— 3 


m 


-+- 


(  //l  —   l)  X 

(m  —  2)  m 


-t- 


1 . 3  . .  .  (  /??  —  1  ) ./ 


Q./, 


/;i 


■]  vT^^r'î 


1 . 3  . . .  (  w  —  1  )  .^ 

H T—^ arc  sen  x  -h  C. 

2.i\  . . .  m 


(II.   Gonsideremos  tambicn  la  difcrencial  binoinia 

x'"  dx 


sjax  —  x^ 
que  se  encuentra  en  el  càlculo  de  las  oscilaciones  del  pendule. 
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Su  integracîon  se  reduce  fàcilmente  Â  la  que  acabamos  de  des- 
arrollar;  porque,  poniendo, 

se  tendra 


,  —  2  g^"    /        — 

sjax  —  x^  J    sj  i  —  t- 


que  es  la  forma  de  la  intégral  considerada  en  el  ejeniplo  précédente. 


lyeroioios. 


1.       I  x'^^'kax  —  x^  dx 

=  ^ r  I  x'^   ^^%ax — x^dx. 

mH-2  m-^^     J 

"2.       I  x*(i  —x^)'^  dx 


x^dx 
3. 


/^  J  CTiT  I  _______ 


^-G. 


dx 


^       j  v^a  -f-  6  j:*  —  ^a 


a«V«    v/«  +  6x«  +  v/5      aV«  +  6*'      3«(«  +  é*«)« 
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INTBGRACION   DE  LAS  FUNCIONES  TRASCBNDENTES. 


235.  Fnnciones  que  se  redncen  à  fanciones  algebraicas.  —  Hay 

funciones  trascendentes  que  por  una  simple  sustitucion  pueden 
ser  rediicidas  à  funciones  algebraicas,  i,  en  este  caso,  la  integracion 
de  una  funcion  trascendente  se  reduce  à  la  integracion  de  una 
funcion  algebraica.  Asi,  designando  por /una  funcion  algebraica, 
las  intégrales 

I  /{e'"*)e'^  dûp,  I  f{lx)  —  ,  I  /{senx)cosxdx, 


j 


/  (cosx)  sen  x  dXf 
dx  C  ^.  dx 


y*                     dx                /*                           dx 
/(tanga?) — r~,  /  /(arcsena?)   ^ . 


/ 


- .  .      dx 

/(arctangâr) -3-^ — ^i 


H-ic;= 


se  reducen  â  intégrales  de  diferenciales  algebraicas,  poniendo  en 
cada  una  de  ellas,  respectivamente, 

^mx-—i^        \x-=Lty        senx=it,        cosa?  =  /, 
langa7=:/,        arcsen^=:/,         arctaDgâ?=^,         .... 

Por  ejemplo,  sea  la  intégral 


/ 


(Ix)"^  — 

'      X 


Pongamos 


dx 
\x=  t.         —  =  dt. 

X 
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résulta 

/  {\xY  —  =   1  f'dt— l-G=:^^ — h  G. 

J  X         J  /i  4- 1  /i  4-  I 

236.  Intégral  de  z^X dx,  —  Procuremos  integrar  la  diferencial 

z'^XdXy 

en  la  que  z  es  una  funcion  trascendente  de  x^  Y  una  funcion  cual- 
quiera  de  la  misma  variable,  i  n  un  numéro  entero  posîtivo. 
Pongamos 

fYdx=zY,,  l\,z'dx=zYi,      •    Ç\^^dx  =  \^, 


•  •  •  î 


se  tendra 

r^«Yû^a:=iYi5«  — /i   jz'^-^Yiz'dXy 

r^«-»Y4  5'<ix  =  Y,5«-»  — (n  — I)   fz'^-^Ytz'dx, 

• • » 

/  5«-/'-t-lY^_^5V/J:=:Yp5'»-^-*-'  —  (/^  — /?-+-!)    j  z^'-PYpZ'dx, 

de  donde  se  deduce 

[    f  z^Ydx  =  Y^z''  --  fiY^z"-^  -hn(/i  — f)Y,s»-«—  ... 

^'^  r 

I  ±:/i(/i  — i)(«  — 2)  . . .  (/i— />H-i)  I  z'^-PYpZ^dx^ 

Haciendo/>  =  aï,  résulta 

,    ,      ,   /^»Yûfa7=Y,5''  — /iY,^''-»H-/i(/i  — i)Y35«-«— ... 
(2)      { J 

zh  n{n  —  i)  {n  —  2)  ...  i.  Y^^.,  H-  G. 

237.  Ejbmplos.  —  1.  Consideremos  la  intégral 

Ç  {\xYx'''-^dx, 
en  la  que  n  représenta  un  numéro  entero  i  positivo. 
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Aqui  se  lienc 


a; 


por  coiisiguiente 


r  *^  V  V     

l  ^= )  I  j  :r=  — -  j  1 3  —  — ~  »  •  •  ■  > 


luego 


(3)  r(i^)'»a7'«-»^^=:— r(i^)«-^(ix)«-»-f-  'ii^îî_ji(i^)/.-î 

J  ''*  L  m  m* 

-.■■±"^"-'j-'Uc. 

Si  se  escribe  e^,  :r,  e^dx  en  lugar  de  a;,  \x^  dx.  la  fôrmula  pré- 
cédente se  convierte  en 

(4)      /  x'^e'^'^^dx  — a?" ^"-^  H î^ — i — ^^«-«—  ... 

^/i(/i-^,)  ...  Il    ^    ^^ 
m'*  J 

II.  Sea  la  intégral 

/  (arcsenj7)"c/j", 

siendo  n  un  numéro  entero  positivo. 
Aqui  se  tiene 


^:=arcsenj7,         Y  =r  i 


yj{^^^-' 


•  • 


por  consiguiente 


1 


Yjrr^,        Yj  =  —  sj\ — X^,        Yjn: — Xy        Y4  =  +  y/i — X^j      .... 

La  sustitucion  de  estos  valores  en  la  formula  (2)  da 

[y(arcsen.)-rfx 

(5)     ^        =.r  [(arcsenj?)'*  —  /i(/i  —  1)  (aresena?)"-*  +  ...] 

-f- v/i  —  ^*  {n  (arcsend?)'*"* 

—  n{n  —  i)(/i  —  2)  ( arc senx )'*""*+  . . .  ]  -hC. 

Si  en  esta  formula  (5),  se  escribe  x^  senx,  cos.r,  CQSxdx^  en 
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lugar  de  arcsen^,  x^  \Ji  —  x'^^  dXy  se  tendra 

■      • 

[    I  x^cosxdx 

f  4- cos;r  [n  j?*-*  —  n(n  —  i)(«  —  2)x^^^ -h  ...]-f-C. 

Esta  ultima  formula  résulta  igualmente  como  consecuencia  de 
otra  mas  gênerai.  Se  tiene 

/  /(-^')  cosxdxz=f^[j;)  seno? —    1  f'i^)  senxdx, 
I  /'(•^)  ^enx'dx-=z  — /[{x)  cosd?4-    /  /"  (x)cosxdx, 
I  /"(x)  co^x  dxrzzf^jc)  seno:—    /  /"{x)senxdx, 


•      • 


asi  sucesivamente  ;  por  consiguiente, 

I  /{x)  cosxdx 
(7)  j  =senx[/{x)  -f{x)  4-/«v(.r)  -  . . .] 

4-  cosa:  [/'(j?)  —f{x)  -^fy  (x)  —  . . .  1  +  C. 

Esta  intégral  podrà  siempre  oblenerse  ûf{x)  es  una  funcion 
algebraica  racional  i  entera. 

238.  Observagion.  —  Cuando  el  esponente  n  es  un  numéro  nega- 
tivo  6  fraccionario,  el  dasarroUo  (  1  )  encierra  un  numéro  infinito 
de  términos  ;  entônces  es  necesario  acudir  à  otros  artificios  partl- 
culares  para  obtener  la  intégral. 

239.  Ejemplos.  —  I.  Sea  la  intégral 

•    dx 


/ 


(la:)'* 


en  la  que  se  supone  n  un  numéro  entero  i  positivo. 
Pongamos 

\x-=.z\ 
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!a  intégral  se  convertira  en 

f- 


e^dz 


««   ' 


integrando  por  partes,  tendremos 

/e*ds                     e-                    ï        /•  ,    dz 
r= _j I  g" . 
-s"              [n—  i)  z^-^       n—  i  J       z^"^ 

Por  la  aplicacion  repelida  de  esta  formula  haremos  depender  la 

/é^  dz         r  6*  dz 
— ;^  de   /  —^  y  que  hasta  ahora  no  se  ha  podido  obtener 

sîno  por  medio  de  una  série. 

Sustituyendo  en  lugar  de  e^dz  i  z,  sus  respeclivos  valores  dx  i 

rda: 
Ix,  vemos  que  la  intégral  propuesta  dependerà  de   /  ^ — • 

II.  Sea  la  intégral 

/•  ^  xdx 

Hagamos 

I  H-  j?  =  5,        de  donde        x-=lz  —  i  ; 

la  intégral  propuesta  se  convierte  en 

Integrando  por  partes  la  primera  intégral  dentro  del  paréntesis, 
tendremos 


fLe'dz=^+fe^± 


i,  por  consiguiente, 

. = h  G  =  ; h  G. 

(  I  -h  xy       e  z  i  -^  X 

240.  Integracion  de  ^j^ô^^  cos  bx  dx  i  de  ^«  e*-^  sen  bx  dx. 
Las  intégrales 

I  x^  e***  cos  b  X  dXf  /  x^  e^  sen  bxdx 
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se  obiienen  por  mcdio  de  la  formula  (4)  dcl  n^  237.  Las  difereii- 
cîales  de  los  dos  miembros  son  idénticamenle  iguales  enlre  si, 
cualquiera  que  sea  la  constante  m,  i  la  identîdad  no  sera  allerada 
si  se  supone  que  esta  constante  sea  imaginaria.  Pongamos,  pues, 
en  dicha  formula, 

//i  =  a  4-  ^  V —  h 
i  tendremos 


/  .r" 


g  (a+Ay^jx 


— =^      .r« :=::rr  4-  .  .  ,  ib  ,  -h  (. 

Reemplazando  et''+''V~'*  por  su  valor  [n**  123,  fôrm.  (.H)] 


e^^  (cosbx  -\-  \' —  1  sen^.r), 
résulta 


/ 


j*n  g«x  (cosô.r  -+-  \  —  I  sen  bx)  dx 


Si  se  igualan  las  partes  reaies  i  las  partes  afectadas  del  faclor  y'  —  i 
de  los  dos  miembros  de  esta  ccuacion,  se  tendrân  los  valores  de  las 
dos  intégrales  buscadas.  A  este  efecto,  pongamos 


a  -{-  b\f —  1  =  p  (ces a  -f-  y  —  1  sen  a), 
i  se  halla 


/.r'* 


e^^  cosbœdx 


Fi                                      n 
=  e^-^    -x'*  cos(/>.r  —  a) 1-  a"~*  cos(bx  —  2  a)  -h  ... 

L?  p' 

it  .-^- co5(t^^  —  /i  -h  I  x)  I  -h  O, 


/■■ 


pn^ax  sg„  bx  dx 


— .  ^ax  I  _  j^n  sen(^jr  —  a) :.r"~'  %ew{bx  —  2a)  --h  . .  . 

L?  p" 


p' 

±:  — î^ ■ sen  ibx  —  /i  4-  i  a ) 

p/«-»-i  ^  ' 


c. 


INTEGRACION    DE    LAS    FUNCIONES    TR  ASCEN  DENTES.  285 

Para  n  =  o,  se  lienc 

I  e"*^ cos 0 jr djc  =^  -e"^ cos(ba:  —  a)-hC, 

k'  I 

I  e«^ sen bxdx=i  - e^*^ sen (bœ  —  x)  -h  C, 

6  bien 

/•  ,       ,  ^  aco^bx-^  hîienh.r 

I  &*^  cos  ft.r  dx  —  e** rz H  (  ^, 

J  a*  H-  6-  ' 

• 

/•  ,       ,  ^rtsen/^.r — bco9,bx       ^ 

I  e^' sen  b X  dx  =z  e**^ — h  C, 

J  a^'-^b^ 

formulas   que  ja  hemos  obtenido  directamente,  por  medio  de  la 
inlegracion  por  partes  (n®209,  IV). 

241.  Intégral  de/i^senj:,  coScT)  dx,  —  Paraobtencr  laintegral 
de  la  diferencîal 

/(senj7,  cosx)dxj 
en  la  que  y* désigna  una  funcion  racional,  pongamos 

lang  \x=-:  z: 


résulta 


sen  X  T^2  sen  1  x  cos  \  x^=^ ^ , 


coso:  ^r  cos*  \  X  —  sen'  -J  a;  =z 


f  —  :;« 


dx  ^:r y 

l  ■+-  Z' 


I  -\-  Z^ 

^  dz 


sustiluvendo,  se  hall  a 

i-/  \  ^  rf'^^  1  —  Z*\      2  dz 

/(send?,  cosa?) a;r=/    -, 

que  es  una  funcion  racional  con  relacion  à  z. 


2i2.  ËJEMPLO.  —  Sea  la  intégral 

dx 


J 


a  senx  -+-  bcosx  -t-  c 
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Haciendo 

tang^a?^:^, 
tendremos 

dx^ Ç 'idz^ 

asenj?  -+-  ^coso^-hc       j   2az  -hd{i  — z-)  -h  c  (i  -h  z'^) 

Aplicando  las  formulas  dçl  ejernplo  VII  del  n^  211 ,  escribiremos, 
segun  los  casos, 


/ 


dr 


asenx  -+-  bcosx  -+•  c 


arc  tang  ^ ^    ^       ^  *    _ ^  c, 


y/c>  —  0-  —  a*  s/c'  —  b^  —  a^ 

__  [ j  (c  —  6)  lan^ \ X  -\-  n  —  y/a*  -^  h*—  c* 

V/a'4-6*  — c*    (c  — 6)tang|a?-ha-hy/^r:jr^rzr^ 

243.  Casos  particnlares.  —  Sin  necesidad  de  aplicar  el  proce- 
dimiento  gênerai  que  acabamos  de  indicar,  pueden  inlegrarse  fàcil- 
mente  las  funciones  trigonométricas  siguientes,  que  se  presentan 
con  frecuencia  en  los  câlculos, 

1*  /  send7Cosa7f/vC  =   /  sen  .r  «f  (  sen  ;r  )  =: L -|_  C. 

r  ,  rd{cofi,r)  ,  ^ 

a*  /  tanffxaj7  =  —   1   :=:  —  lcos:r-hG. 

J  J      cosx 


3^ 


4" 


/ 


./ 

cota;  dx 

>    dx 

\  ^^- — 
senj7 

-  —  Isen.r  -h 

C. 

d.r 

i 

cos'o- 

J      langj? 

langjr 

'hC 

sen  X  CD 

s.      J 

sen  .r 

coso? 

5*>  /  =  /  T-î^^^ J— ~ltaiigi-+-a 

J   senx      J   sen-Jorcos  jo:        *      ° 


6- 


/ 


dx 

COS.7' 
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Pongamos 


x^=z ^,  dxz=L  —  di. 

2 


résulta 


,f  cosx  J  seni  °  a  \4  / 

7®     /    ^u7yi-Hcosx=    /   v/2  cos  I  ^  t/.r  =  2  y/a    /  cos|aîr/(|^) 

=  2  v^  sen  |./-hC. 

^"     \  dx\j\  —  cosj"=    /    ^2  sen  I  j?f/ir  z=  2  V  2   /   sen -J^j"  <^/(-J./) 

^  =: —  2  y/2  COS  j.^- -h  C. 

^  J   asenj:'-h  6cosa; 

Pongamos 


a  =  pcosa,         />=:psenx,         p  =  y/a--H^-, 

i  tendremos 

r  d.r  _  I     /' d_ 

J  aseii,r -h  6cos.r        o  J    seii  (j 


p  ^    seii  (,r  -h  2  ) 
i,  por  consîgiiicnte,  (iV) 

Il  an  or 

ÔCOS.r         y/a«_|-^* 


/                d.r                             I          ,           .,     ,    *       ^, 
/    -, =:-7==llanff ht.. 


244.  Integracion  de  los  prodnctos  de  seno  i  coseno.  —  Gonsi- 


(lercmos  la  intégral 


/  sen(aj:-+- 6)  sen(r/'j:* -h //)r/,/'. 


Descompongamos  el  producto  de  senos  en  diferencia  de  cosenos,  i 
escribamos 

sen  {ax  -\-  b)  sen  {a' x  -\'  b'  ) 

=  ï  cos  [(a  — rt').r4-  b  —  b']  —^[cos  (a  H-a'):r  -^  b-\-b'], 
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(le  donde 


j 


■ 

sen  {aa:  h-  ô)  seii(a'j: -+-  b')dx 

sen[(rt  —  rt').r4-  h  —  b']       sen  ["(a  H-a')»^*-H  ^ -H  ^'1 


C. 


2(a  —  a')  2(a-+-a') 

Cuaiido  a  =  a',  esta  formula  se  hace  ilusoria;  pero,  en  este  caso, 
cl  término 

■Jcos  [(a  —  a')x  -\-  b  —  b']dj[\ 

se  convierte  en  ^ cos  (o  —  b) a^ccuya  intégral  es j:*. 

En  gênerai  sera  siempre  posible  integrar  un  producto  de  cuaU 
qu'ter  numéro  de  senos  6  de  cosenos,  cuando  los  arcos  se  presen- 
ten  bajo  la  forma  ax  -f-  fc,  puesto  que  sahremos  transforftar  esle 
producto  en  una  suma  de  senos  6  de  cosenos. 

24S.  Integracionde  sen^^rfj:^  cos^xrfj:.  —  Por  el  procedi- 
niîento  que  acabamos  de  indicar,  podemos  determinar  las  inté- 
grales 


/se„».-^x,         fco.^.d., 


cuando  n  es  un  numéro  enlero  i  positivo,  pero  sera  mas  espedîto 
desarrollar  sen"^  ô  cos"^  por  las  formulas  del  n®  127,  que  dan  las 
potencias  del  seno  i  coseno  de  un  arco  en  funcion  de  los  senos  6 
de  los  cosenos  de  los  mult^los  de  este  arco. 

246.  Ejemplos.  —  1,         /  co^'^xdx. 
Se  tiene 


cos*^  =-i-(cos4^  4-  4cos2j:  -h  3), 
lu  ego 

I    CQ^^xdX--^    I  {COS^X  -h  ^COS2X  -\-  3)  dx 

=^i{i  sen  /i  x  -+■  2  sen  2x  -hSx)  -\-C. 
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Se  liene 

sen*^  =  Vg  (sen5^'  — 5  sen3^  -+-  lo  sen^*), 
lu  ego 

/  sen^ jc  dx  ^:z -^    1  (sen5j"  —  5sen3^  4- lo  senj;)û?j:- 

=  -j^g  (  —  -J  cosbûT  -4-y  cos3.z'  —  10  COSJ)  -h  C. 

247.  Integracion  de  sen"^ x  cos'^ x  dx .  —  Esta  diferencial  pucde 
transformarse  en  una  diferencial  binomia. 
En  efecto,  si  se  pone 

senj7  =  ^,        de  donde         cosj:==(r — -s')*,         dx=:(i — z'Y^  dz, 

se  tiene 

sen"^r  cos'*»r  dx  =  z'"  (  i  —  z'^)  *    dz. 

Esta  eepresion  podrâ  integrarse  cualquiera  que  sea  m,  si  n  es 
un  numéro  entero  impar,  positivo  ô  negativo.  Del  mismo  modo 
se  vera,  haciendo  cosa;  =  ;5,  qae  la  integracion  podrâ  hacerse, 
cuando  m  es  un  numéro  impar  positivo  ô  negativo. 

En  todos  los  casos  se  puede  reducir  esta  intégral,  cualesquiera 
que  sean  m  i  rij  k  otras  mas  sencillas,  por  medio  de  la  integracion 
por  partes. 

Se  tiene 

(  I  )     /  sen"»  j;  ces"  x  dx  =    j  cos'*~*  x  sen'"  x  cos.r  dx 


=  cos""*  X 


m 


.r        n  —  T     r 

1 i  sen'"+*j7cos"-^j7f/r 


Esta  formula  se  aplica  para  disminuir  m  i  n  en  dos  unidades 
cuando  m  es  negativo  i  n  positivo. 

Pero  se  puede  obtener  una  formula  en  que  solo  n  disminuja  en 
'A,  unidades,  que  dando  m  constante. 

Para  esto  observemos  que 

sen"*"'"*cr  co5'*~*x  =  sch'^j:  (  i  —  cos-.r)  cos"~*^ 

:=sen"»jc  cos'*~*j'  —  sen'"  j:cos"j?, 

»9 
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de  donde 

sustiluyendo  este  valor  en  la  formula  (i),  se  obtiene 

/'  ,  ,      sen"«+*.r        n    -  \     r  .       , 

/  sen"*  J7  cos"j7  a^r  r=  cos'*~*a? j /   sen"* x  cos'*^* x  cLr 

7  m  -h  I         /?n-  î .  / 

/i  —  I     /'  , 

1  sen"»^  cos"  x  dx  ; 

/?i  -f-  I  ./ 

6  bien,  reduciendo, 

(2)        /" 


sen^'j^cos^ore/j? 


=^ i — ■    I   sen'^.r  cos'*~*x  a.r. 

m  H-  /i  w  -h  «  ,/ 

De  esta  manera  la  intégral 

/  sen'"  X  cos"  x  dx 
se  reduce  a  la  intégral 

/  sen'".r  cos"-*»r  r/./'. 

«. 

Del  mismo  modo  esta  ùltima  se  hace  depender  de 

/  sen"*a: ces"-* .ré/a', 

i  asi  suecsivamente  ;  de  suertc  que,  si  n  es  un  numéro  entero 
posilivo,  Uegaremos  à  una  de  las  dos  intégrales 

/  sen"*j:f/,r  6  /  ?>Qïi'^xco^x  dx, 

La  primera  se  calcula  por  el  método  indicado  en  el  n**  245;  i,  en 
cuanto  à  la  segunda,  se  tiene 

r  j  r       »,      j,  sen'«-^».r       ^ 

/  sen"*  X  ces  x  dx  :=   I  sen'"  x  d  (  sen  x  )  = h  G. 

J  J  '  -^         m-hi 

La  formula  ('a)  se  hace  ilusoria  cuando  m  =  —  n;  pero,  en  este 
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caso,  la  formula  (i)  da 

/  tang'«  j?  rfj"  =  -^^ ^  —   /  tang"»-^-*  J7  Û?J7. 

Pongamos  en  liigar  de  m,  m  —  2  ;  résulta 

r  .      ,        tang"»-»j7        r 

I  tang'«-'j?air  =  — — I  lang"»a;a.r, 

de  donde 

/'                ,         tanff'"-»j-         r  .      ,         ^ 

/  tan  g'"  a:  oj?  1=: I  tang'"-*a?  dx  -+-  G. 

La  aplicaclon  repetlda  de  esta  formula  conduce,  segun  que  m. 
sea  par  6  impar,  à 

I  dx=:x-\-C         ôâ  /  tang^zn — Icos^-hC. 

La  formula  (2)  afectael  esponente  de  cosa;;  pero  puede  obtenerse 
otra  que  reduzca  el  esponente  de  senx;  basta  reemplazar,  en  la 

misma  formula,  x  por x^  m  por  nin  por  m,  lo  que  da 


^      f         „  ,  sen^'-^^cos""*  *.r        m  —  i     / 

(  3  )    /  sen"*a?  cos'*a:  a  x  =. 1 /  sen'"-*  j;  ces". r^.r 

^       ,f  m  -h  H  m-^  n  J 

La  aplicacion  repetida  de  esta  ffSrmula  reduce  la  intégral  pro- 
puesta  â  f  cos^^xdx^  si  m  espar,  ià  ^ cos'^xsenarrf^sîm  esimpar. 

Las  formulas  que  acabamos  de  obtener  no  pueden  ser  empleadas 
en  el  caso  en  que  uno  de  los  esponentes  m  ô  n^  6  los  dos  à  la  vez 
fuesen  negativos.  Pero  de  estas  mismas  formulas  puede  deducirse 
olras  que  permiten  hacer  la  reduccion  en  estos  ûltimos  casos.  A 
este  efecto,  pongamos  en  la  formula  (2)  n  +  2  en  lugar  de  w,  i  en 
la  formula  (3)  /n  4-  2  en  lugar  de  rn  ;  se  obtiene 

I   sen''*vccos'»-^'o?t/j:=i: -H /  sen'«07C0s''07a.r, 

J  /n-h/H-2  ni-h  n-\-^  J 

sen"*^* X  cos'^ X dx  — 1 /  sen^'orcos^o^c^r, 

i,  resolvîendo  estas  ecuacîones  con  relacion  â  las  intégrales  que 
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(iguran  en  los  segundos  miembros,  résulta 

j  /H-i  m-\-i     J 

J  /i  -h  I  m-\-v      J 

248.  DesarroUo  de  f  ^en'^xdx  i  de  fcos^xdx.  —  Haciendo 
en  la  formula  (3)  /i  =  o,  se  reduce  a 

>/»x      r        .     J  sen"»-*j7Cosj''       m  —  i     T       .^  _      , 

(6)      f  sen"«j?6W7  = \ I  sen"»-'j;ajr, 

J  ^i  ni      J 

i,  por  consiguiente,  si  m  es  par  i  positivo, 


(/ 


sen"^x  dx 


'  sen'»-*a7  H sen'"-'a^  -|- ^^ ^r  sen"*-* 


[ 


m     \^  m  —  2  (m  —  2  ;  (  //i  —  4  ) 

(7)    {  (m— i)(/7i  — 3)  ...  3.1  "I 

-h  ...  H -; 7-T r-  senj? 

(7/1  —  2)(W  —  4)  ...  4'^  J 

(m  —  i)(//J  —  3)...3.i.r       ^ 
{m — 2)  (m  —  4)--'4*'^''* 

1,  SI  m  es  impar, 
sen'^  X  dx 


m  —  I 
m  —  2 

(m  —  î)f/M  —  3)  ...  2 


sen'"~*.r  H sei\"'~-^x 


.  .  -\- 


]  cosjT  r 

{m  —  '2)  {m  —  4)--iJ 
Reemplazando  x  por  — \-  Xj  se  obtendrân  otras  dos  formulas  que 
daràn  el  valor  de 


/ 


cos"'x  dxy 
para  el  caso  de  m  par  i  para  el  caso  de  m  împar. 

X^jercicios. 

1.  Calcular 

/  lang«a?e/»r. 
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Solucion  :  Si  n  es  par, 

/,         tanff'»-*^^       tanff'*-'x  ,  _ 

tane'^x  CUV  = ^^ — h  . . .  ±  tangr  rna:  h-  C ; 

si  n  es  impar, 

r  ,         lanc^-'ar       fane"-' a?  ,    tanff'a?       ,  ,- 

J  n  —  I  n  —  3  'À 

2.  Galcular 


dx 


a  -^  b  cos'  X  -\-c  sen*  a? 
Solucion:  Si  (a-4-  ô)  i  (a  -i-  c)  son  del  mismo  signo, 


j  a+*cos«x-t-csen>x-^(-^:ir6y(^:irr)''*=""6(tang;r  y/;^J  +C; 

si  (a  +  6)  i  (a-f-  c)  son  de  signos  contrarios,  esta  espresion  se  cambia  en 
logaritmica. 

3.  Galcular 

r       d^ 
J  a-^-  b  cos  6 

Solucion  :  Si  a'^  b 

/d^                      9.                    a  cos  ^  -{-  h       ^ 
i z  =    .  arc  cos -, r  -h  G  ; 
a-hocos(J       y/^i 1,1             a-t-6cos6 

si  a  <  6, 


tangi»  -  ^/  ^775 
si  ût  =  6, 

J  a  -hb  cos  0       a       °  ' 
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LECCION  XXX. 

TEORIA  DE  LAS  INTEGRALES  DEFINIDAS,  É  LXTEGIIACION 

POR  SERIES. 


249.  ÏKOREMA  I.  —   Una  intégral  dejinida  cambia  de  signo 

conservando  el  mismo  valor  absoluto,  cuando  se  permutan  los 

limites  de  la  intégral. 

m 
En  efecto,  se  tiene  (n®  200) 

j    f{x)dx  —  ^(X)  —  ^{x^), 

lu  ego 

f{x)dœ^-—  j     f{x)dx, 

230.  Teorema  II.  —  Si  ' 


0>  »*lî 


son  valores  de  x  taies,  que  f{x)  queda  bien  determinada 
i  Jinita^  cuando  x  varia  de  uno  de  estos  valores  al  siguiente, 
se  tendra 

f  f{x)dx—   Ç  f{x)dx  -r-  l/{x)dx-h  ...  ~h  I      /{x)dx. 
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En  efeclo,  podemos  escribîr 


/     /{^)  dx  =  (p  (  j^i  );—  «p  (./'o), 


■'  n-i 


Sninando  miembro  a  miembro,  résulta 

/     f{x)dx-h   f     /(x)da' -h  ,..-¥-   I       f(x)dx 

~ç  (X)  —  cp(a:o)=    /    fiA')dx. 

231.  Teorema  111.  —  Sean¥{x.if{x)  dos funciones  que per- 
manecen  continuas  para  las  valores  de  x  comprendidos  entre 
los  limites  XoiX."^  x^;  si  para  todos  estos  valores  de  x  se  tiene 
F(r)  ';>f(x)y  se  tendra  tambien 


-ca  /^x 


r  ¥{x)dx>  f  Jix)dx. 


En  efecto,  por  hipôtesis,  la  funclon  ¥{x) — /(^)  es  positiva 
para  valores  de  x  comprendidos  entre  .r©  iX;  por  consigaicntc,  la 
funcion 


f[¥{x)-f{x)]dx, 


que  tiene  por  derivada  ¥  [x) — /(^))  es  creciente.  Ahora  bien, 
como  esta  intégral  se  anula  para  xz=Xq^  sera  siempre  positiva; 
luego  se  tiene 


r[¥{x)^f{x)]dx>o, 


6  bien 


f  F  (.r)  dx  >    r  /(.z)  du: 
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Tambien  se  podia  haber  demostrado  observando  que,  sîendo 
cada  elemento  ¥  {x)  dx  mayor  que  el  elemenlo  correspondiente 
f(^.r)dx^  el  limite  de  la  suma  de  los  primeros  sera  mayor  que  el 
limite  de  la  suma  de  los  segundos;  es  decir, 

¥{x)dx'>  I    /{x)dx. 

CoROLAUio.  —  Si  la  funcion  f{x)  esta  comprendida  entre  dos 
fiinciones  ^{x)  i  y{x)^  para  todos  los  valores  de  x  compren- 
didos  entre  Xq  t  X,  i  que  estas  funciones  son  continuas  desde 
x  =  Xq  hasta  x  =  H^  se  obtendrdn  dos  limites  de  la  intégral 

/    f{x)dx     tomando    1   *}^{x)dx     /      /   y^{x)  dx, 

«...  *y  -r.  •^   >•- 


Jfo 


232.  Aplicacion  al  càlculô  aproximado  de  una  intégral  definida. 
—  Cuando  no  se  sabe  integrar  una  diferencial  dada/(j;)  dx,  puede 
llegarse    a    dos    limites    que    comprendan    la    intégral    definida 

/    /{x)  dx.  Para  esto  basta  encontrar  dos  diferenciales  f^{x)dx 

i  y(x)dx  c{ue  se  sepan  integrar  i  taies  que,  para  todos  los  valores 
de  X  desde  Xq  hasta  X,  se  tenga 

porque  entônees  se  tendra 


f     r^,{x)dx<   /    f(x)dx<   /     y^{x)dx. 


•'*«  .r*» 


253.  Ejemplo.  —  Sea  la  intégral 

dx 


1 


/i dx 


—  ) 


en  la  que  se  supone  m  >  2. 

Mientros  x  es  menor  que  1 ,  se  tiene 


I  < < 


^  i  —  x'"       y  I  —  X 
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i,  por  consiguiente, 

n  l  f^       dx  r%       dx 


Pero 


/     dx=^o,5,  I     - -1  ■=rz  arc  sen  |  :=  o ,  5a36  . . .  , 

luego  se  tendra 

1 

0,5<      /       rrn^^rr^  <  0,5236 

.  /      V  I  —  ^"* 


..•0    V 


254.  Teorema  IV.  —  Scan  u  iv  dos  funciones  de x ;>si  lafun- 
cion  {f  conserva  el  mismo  signo  cuando  x  varia  desde  Xq  hasta 
X,  se  tendra 


1     wr  f^rr=:  U    I     V  dx, 


en  que  U  représenta  una  cantidad  comprendida  entre  elmayor 
i  el  menor  de  los  valores  que  toma  u  cuando  x  varia  desde  x^ 
hasta  X. 

En  efecto,  sean  A  i  B  el  menor  i  el  mayor  de  los  valores  de  u  ; 
se  tendra  constantemente,  si  v  es  positivo, 

Ai^  <.  uv  <cB\f] 

i,  si  (^  es  negativo, 

Ai'  >  w('>  Br; 

luego  la  intégral   /    utfdx  esta  comprendida  entre 


Jf   Kv dx         é  /    BvdXy 


X-  •'X 


o,  lo  que.es  lo  mismo,  entre 


A  /    s^  dx         i         B   /    vdxj 
lo  que  demuestra  el  teorema. 
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255.  Caso  en  que  los  limites  de  las  intégrales  son  infinités.  — 

Ilasta  ahora  hemos  supuesto  que,  en  la  intégral  /    f{x)  dx^  los 

dos  limites  Xq  i  X  eran  finitos,  i  que  la  funcion/(^)  era  continua 
i  finita  entre  los  mismos  limites.  Admitiendo  siempre  esta  segunda 
hipôtesis,  vamos  à  examinar  el  caso  en  que  uno  u  otro  de  los 
limites  se  hace  infinito. 

La  intégral  de  la  diferencial/(.r)  r/jr,  tomada  entre  dos  limites 
infînitos  ô  entre  un  limite  finito  i  un  limite  infinito;  puede  tener 
un  valor  finito,  infinito  6  indeterminado,  como  se  verâ  por  los 
ejemplos  siguientes. 

1.  Consideremos  la  diferencial 

e~-^  dx. 
Integràndola  entre  x  =  x^  i  x  =^  \^  se  tienc 

"•*  dj['  —.  e~**^"  —  c  "^  ; 


•'  u 


si  se  hace  tender  à  X  hàcia    j-  oc,  se  tendra 


/ 


h« 


e~^  da-  rr:  e~^^  ; 


haciendo,  al  contrario,  tender  a  Xq  liâcia  —  oo,  se  tendra 


/    «?"• 


■*  dx  =^  00. 


—  se 


11.  Sea  la  diferencial 

dx 


I  -i-.r* 
1^  intégral  tomada  entre  los  limites  j*©  î  X  es 

r     dr 

I     r  =  a  rc  tan  g  \  —  arc  tan  g  Xq  ; 

J      i  -h  x^  ^  ^ 

Si  se  hace  tender  à  X  hàcia  -f-  ce,  se  tiene 

,4-« 


/•  rix  t: 

I :  = arc  tang^To  ; 

,  f        I  -t-  x^       2 
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haciendo  despues  tender  à  x^  hàcia  —  oo,  se  tienc 

•""    dx 


r     dx 


III.  Sea  la  diferencial 

cosj:  dx. 


Se  tiene 


£ 


cos  X  dx  z=L  sen  X , 


i  es  évidente  que  esta  intégral  cesa  de  ser  determînada  cuando 
X  =  X. 

256.  Caso  en  que  la  funcion  bajo  el  signo  /  se  hace  infinita 
para  valores  de  la  variable  iguales  à  los  limites  6  para  valores 
comprendidos  entre  estes  limites.  —  Supongamos  que  la  funcion 
f{x)  se  hace  infinita  para  .r  =  X;  en  este  caso  la  intégral 

se  considéra  como  el  limite  de  la  intégral 

..x-e 


j       f{x)dx, 


cuando  s  converge  hàcia  cero. 

Del  mismo  modo,  si  la  funcion/(j?)  se  hace  infinita  para  x=^  x^, 
la  intégral  propuesta  es  el  limite  de  la  intégral 

/       f{x)dx, 

cuando  t  tlende  hâcia  cero. 

En  fin,  si  la  funcion /(^)  se  hace  infinita  para  un  valor  Xy  de  x 
comprendido  entre  Xq  i  X>a:o?  se  establece,  por  dcfînicion, 

f{x)dx=:z\im    j         f  {x)  dx -^,' Mm    /       f{r)dx, 

cuando  t  i  t;  tienden  hàcia  cero. 
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En  todos  estos  casos  el  valor  de  la  intégral  puede  ser  finito, 
înfinito  6  indeterminado. 

Veàmoslo  con  algunos  ejemplos. 

I.  Sea  la  intégral 


Se  tiene 


liiego 


c/o     S 


v/7^ 


\]v  —  X 


f. 


dx 


i/i  —  X 

0  ^ 


=  2  —  2  y/ë, 


zz:  2. 


i,  por  consiguiente, 

r^   dx    

II.   Sea  la  intégral 

^^    dx 


Se  tiene 


luego 


Jr^    dx     _  j  ,  I  -\-  X 


0 
.1-6 


/   r^.=*' 


2  —  £ 


cuyo  limite  es  infînito. 

m.  Consideremos  la  intégral 


^^""dx 


1^ 


siendo  aib  cantidades  positivas  cualesquiera. 

Gomo  —se  hace  infinito  para:r  =  o,  valor  comprendido  entre 
—  ai-h  bs  es  preciso  escribir 
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Se  liene 
liiego 

r-^dx      r^^dx     ...       ,      , 

Por  consiguiente, 

J         .r  Va 


— a 


El  limite  de   la  relacion  de  los  infînitanocnte  pequeiios  s,  r^  es 
indetermînado;  laego  la  intégral 


/ 


a.r 


X 

—a 


es  tambien  indeterminada. 

257.  Determinacion  del  valor  de  algunas  intégrales  definidas. 

—  Una  intégral  definida 


(  f{x)clx 


se  obtiene  inmediatamente,  siempre  que  se  sepa  espresar  la  inté- 
gral indefinida  de  la  diferencial/(A:)  rfx,  por  medio  de  las  funciones 
conocidas,  puesto  que,  representando  por  <p  (x)  -\-  Cesta  intégral, 
se  tiene 


I    /{x)dx  =  '^(X)-^ff{xo). 


Demos  algunos  ejemplos. 

j?»  dx  =. h  C  ; 

/    x"^  dx  = y  si  (  n  H-  I  ) 


es  positive. 
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11. 


-  _^==^-  =  arc  sen ^l^  ; 

Sja*  —  x«  « 

r"       dx        __  -ïc 


111 


t'  0    V 
dx 


/dx  1         .        -^   .    i- 

_- zzn  -  arc lang  -  4-  C  ; 
a*  -i-  j;*       a  a 


/    «*  4-  ^*        2  a 


IV.  ;  c-«*fl?.r  — hC; 

snponiendo  «  >  o,  se  lienc 

/•  aco?>bx  —  6sen/>.r 

V.  /  r  '^^Qos^bxdx    -  -c-«* =-.— Ts ^ 

f  a-  -H  o^ 


C: 


/  •  ,       ,  a  sen  bx  -h  6  cos  6.r       ^, 

snponiendo  a  >  o,  se  tîenc 

/    e"^^  ces  bxdx  —  —z r-,  » 

/  «'  -i-  /^* 

(    €~^^  sen  ô.r  a.r  =:  —1 r^  • 


VI.  /  sen"* ,r€/.r; 

iiplicando  las  formulas  eslablecidas  en  el  n*»  248,  se  liene,  si  /?i  es 
pur, 

i'f  ,  1 .3.5  ...(//*  —  I W 

f     se«**xavj*=i  r"T5 :. —  1^ 

f  a .  4 .  b  . . .  m       ^ 


«  « 


I,  SI  m  es  imp;ar, 


,  % 


I     sen^.ra,r  — :\— ;^ 

/  I .  o .  J  —  »« 
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258.  Teorema.  —  Sea 

«0  -+-  «1  -h  «î  4-  .  .  .  -h  W«  H-  .  .  . 

iina  série  convergente  para  todos  los  valores  de  x  comprendidos 
entre  x^  ilL\  llamemos  f  (x)  la  suma  de  la  série  i  r,i  el  resta 
que  sigue  al  termina  u„:  la  série 


y-r^'  /'•'*'  /^' 

I    Uq  djT  -r-   I    M,  dx  4-    /     it^  d,i 


<i-   "i"    •  •  • 


sera  tambieh  convergente  para  los  valores  de  x  comprendidos 
entre  Xq  /X  i  tendra  par  suma  la  intégral   1    f[x)dx. 

En  efecto,  estando  x  comprendîdo  entre  ^o  i^?  podemos  escribir 

(l  )  /(-«')  =  "o  -H  "i  -h  Ui -4-   ...   -h  Un  4-  /•„, 

i,  por  consîgiiienle, 

I    /(x)  dx  =z    I    Uq  dx  4-    /    Mj  dx  H-   /     //,  dx  -^  .  .  .  -\-    j     u^  dx  -h   /    /•;,  dx. 

Por  otra  parte  se  tiene  (n®  2S4) 

\    r„dx=z^n    f    dx-=pn{x  —  x^), 


X^  .T| 


siendo  pn  una  canlidad  comprendida  entre  el  menor  i  el  mayor  de 
los  valores  que  toma  r,,,  cuando  ;r  varia  desde  ^o  haslaX;  pero, 
por  hipôtesis,  rn  se  reduce  â  cero  para  /i  =  qo,  luego,  lo  mismo 
tendra  lugar  con  relacion  â  p„  ;  por  consiguiente,  se  lienc 

lim    /     r„  dx  =z  o,  para  /t  =  x  ; 

luego 

JZ-J?  •**  yTt**^  y^^ 

f    /(x)dxz=    I     Uftdx -\-    I     Uidx -}-   I     Uidx -{-...  y 

lo  que  demuestra  el  princîpio  enunciado. 


3o4  SEGUNDA    PARTE.    —    LECCION    X\X. 

239.  Observaciox.  —  Es  de  observarse  que  esta  formula  (2)  es 
todaviaexactapara^  =  X,auncuandolaserieMo -f- M|  -{- Wa -i-  ..., 
convergente  para  ^  <;  X,  cesâra  de  serlo  para  ;r  =:  X,  siempre  que 
continuase  siendo  convergente  la  série 

'     u^dar  -\-    l     Ui  dx  -f-    I     «,  dx  -h  .  . .  . 


En  efccto,  para  tôdo  valor  de  x  comprendido  entre  a;©  i  X  sub- 
siste la  ecuacion  (2);  si  se  hace  tender  â  x  hâcia  X,  los  dos  miem- 
bros  de  esta  ecuacion  tienden,  por  hipotesis,  hâcia  un  limite  deter- 
minado,  i  puesto  que  son  funciones  continuas  de  x  que  tienen 
constantemente  un  mismo  valor,  sus  limites,  para  ^  =  X,  deben 
scr  iguales;  lu  ego 

Jy»X  /^X  /^X  y^X 

/(x)^j:'—    /    u^dx -\-    I    Uidx-h    j     u^dx-^..,. 

260.  CoROLARio.  —  El  teorema  que  acabamos  de  demostrar  da 
el  medio  de  espresar  por  séries  las  intégrales  de  las  diferenciales. 
Supongamos  que  la  funcion  f{x)  sea  desarrollable  en  série  con- 
vergente, por  la  formula  de  Maclaurin,  para  los  valores  de  x  com- 
prendidos  entre  Xq\^\  se  tendra 


X  ,.. ,    ,        .r*  .« .    .        x^ 


/{■'■)  =/(o)  +  -/(o)  -+-  W'(o)  +  Tj/^Co)  -^  .... 

Si  se  multiplican  los  dos  miembros  de  esta  formula  por  dx  i  se 
intégra  entre  los  limites  o  i  ^,  se  tendra,  por  el  teorema  précédente, 


/ 


^f{x)dx^.  j/{0)  -r-  '^f{0)  +  '^/^(O)  4-  ^r  (./•)  -i-  .  .  .  . 


261.  Ejemplos  de  integracion  por  séries.  —  I.  Sea  la  intégral 


/      ==l(i  ~hx). 


Por  una  simple  division,  se  encuentra 

I 


I  -t-  X 


.ml  —  .r  4-  x^  —  x^ 


a      •      • 
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La  série  del  segundo  miembro  es  convergente  para  los  valores 
de  X  comprendidos  entre  —  i  i  -}-  i  ;  multîplicando  por  dx  é  inle- 
grando  entre  o  î  a:,  se  tendra 


•  -.J  ^4 


/  .  »Af  *Aj  •*'■ 


2    '     3         4 

para  todos  los  valores  de  x  comprendidos  entre  —  i  i  -f-  i .  Esta 
formula  subsiste  tambien  para  :r  =  zb  i  (n®  259),  porque  la  série 

del  segundo  miembro  i h  ^  —  j-+-  . . .  queda   convergente; 

luego  se  tiene 


1                 III 
la  =  i h  ^-r-  7 

a       3       4 


H.  /     ;  =  arc  tango'. 


Se  tiene,  por  division, 

I 


I  +  J7* 


r=  I  —  x"^  -\-  X^  —  J7* 


La  série  del  segundo  miembro  es  convergente  para  todos  los 
valores  de  x  comprendidos  entre  —  i  i  +  i  ;  mulliplicando  ambos 
miembros  por  dx  é  integrando  entre  o  i  jr,  résulta 


.r'       x^       .r' 


arc tang j? z=.x  — ô""*""^ ^"  ••• 

para  todos  los  valores  de  x  comprendidos  entre  —  i  i  -h  i .  Esta 
formula  subsiste  tambien  para  x  =  =b  i ,  porque  la  série  del  segundo 
miembro  permanece  convergente.  Por  consiguiente,  se  tiene 

w I       I       I 

4-"'""3"^5""7 


m.  I     -;===:  arc  sen  or. 

J.  v/i  —x^ 


Se  tiene,  por  la  formula  del  binomio,  para  todos  los  valores  de 
x  comprendidos  entre  —  i  i  -|-  i, 


I     .       1.3    .       1.3.5    . 

=:  I  H »t'  = 7  X*  H 7— 7T  O?"*  -h  ...  ; 


y/l  —  ^«  2*  2.4  2.4.0 


ao 
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mulliplicando  por  dx  é  integrando  entre  o\  x^  résulta 

\  x^        1.3^*        I  .  3 . 5  ;2?' 

arc  seno?  =  j?  H ^  H 7  -r-  H 7-77 h  . . . , 

2  3        2.4  î>        2.4.0  7 

formula  que  subsiste  para  todos  los  valores  de  x  comprendidos 

entre  —  i   i  +  i ,  i  tambien  para  jr  =  dz  i .  Haciendo  :r  =  i ,  se 

obtîene 

"ïc II        1 . 3  I        1 . 3 . 5  I 


2  2  3       2.45       2.4.6  7 

Haciendo  x  =  ->  se  éncuentra  una  série  mas  convergente 

ir I        II  1 .3     I  I  .3.5     I 

6       2       22'3       2.42*5       2.4.6  2'7 


•) 


t. 


Eviercicios. 


5^ 

I  —    —  —  Tta. 

/       yJ'ikax — ar' 

0      ' 


/*  dx^ Tt 


*^^      dx       __  X  \  x^        r .  3  :r' 

l/i"3:1^  ""  I    '  2  5        2.4  9 

0    ^ 

-""dx       ^       ,  \x       (].r>«  n.r)» 


r^dx       ^       ,  U       (].r>« 

J      \x  I         1.2.2 


1.2.2       1.2.3.3 


I       •   •  •  • 


G. 


f.    ,         a:        I  a:'  i     .r» 

I        I    3         1.2   5 
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262.  Formula  gênerai.   —  Sea  s  la  longiiud  del   arco  A  M 
{fig*^^)  deuna  curva  plana,  contada  à  partir  de  un  punto  arbîtra- 

Fig.  38. 
Y 


rio  A.  Supongamos  la  curva  referida  à  ejes  rectangulares  ;  hemos 
demostrado  que  se  tîene 


ds  =  sjdx^  -h  dy'^  =z  dx  4  /  i  H-  -j-^y 


de  donde  résulta 


=  /'^-  \/' 


El  valor  de  G  dépende  de  la  posicion  del  punto  fijo  A  desde  el 
cual  se  mide  el  arco.  Si  representamos  por  a  la  abscisa  correspon- 
diente  â  este  punto,  s  debe  anularse  por  x=^  a,  por  consiguientc 
se  tiene 

9(a)-hC=:o,         de  donde        C  =  — -cp(a) 
i 
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Pero,  para  encontrar  la  longitud  de  la  porcion  de  un  arco  com- 
prendido  entre  dos  puntos,  no  hay  necesidad  de  fijar  el  valor  de 
C.  En  efecto,  supongamos  que  se  quiera  determioar  la  lougitud 
del  arco  NM  comprendido  entre  el  punto  que  tiene  por  abscisa  Xq 
i  el  punto  cuya  abscisa  es  X;  sean  ^o  i^f  ^^s  longitudes  de  los  arcos 
de  la  curva  medidas  desde  un  punto  fijo  cualquiera  hasta  los  puntos 
N  i  M.  Se  tiene 

s  =  s^—s^,         So  =  'f{.r^)^Cy         ^,  =  o  (X) -f- C, 

de  donde 

^  ==  .Vi  —  ^0  =  9  (X)  —  <p  (xo) 

6  lo  que  es  lo  mismo 


=  y    rfu-y/.  +  g 


lo  que  nos  dice  que,  para  hallar  la  longitud  de  un  arco  de  curva, 

/        dv^ 
basta  inlegrar  djr  i  /  i  -h  -t-j  entre  los  limites  convenientes. 

263.  Rectificacion  de  la  parâbola.  —  Consideremos  una  para- 
bola  cuya  ecuacion  es 

X^  —  2px: 

la  diferencial  del  arco  sera 


ds 


Si  el  arco  debe  empezarse  a  contar  desde  el  vértice  de  la  parâbola, 
tenemos 

/y 

Aplicando  la  formula  del  ejemplo  II  del  n"  230,  se  halla 


'-  fdy  yjy'  +/>'  =  ^^'\p''*  -H  -f  1  (/  +  \//'  +  />')  +  C. 

Debiendo  la  intégral  anularse  para^  =  o,  se  tendra 

—  l)D-hG  =  o,         de  donde         G  =:  —  —  1/?, 
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i  sustituyendo  este  valor,  résulta 


y  s/y-  -+■  p- 


ip 


f(- 


y  -H  v{r' 


-)• 


264.  Rectificacion  de  la  elipse.  —  Consideremos  el  arco  de 
elipse  BM  {Jig*  89)  contado  a  partir  del  vértice  B  del  eje  menor. 


1 

^ig.  39. 

Y 

e 

p 

\ 

\ 

0 

A 

De  la  ecuacion  de  la  curva 


se  deduce 


dy 


hKr 


se  tendre,  pues, 


dx  a- y  ' 


ds^=.dx  kf  I  H 7--;  — -  a  J7  4  /  1  H ,  .    > , , rj 


x-) 


Escribamos,  para  simplificar, 


y  a*  —  b^  ^=ae, 

siendoe  la  escentrlcidad ,  es  decir,  la  relacion  -:  résulta 

'  a 


/  a-  —  e*  .r* 


ds—djci/  — '—- . 

Como  X  varia  entre  o  i  6r,  se  obtendrân  todos  los  valores  de  x 
poniendo  x  =  a  senç,  variando  el  ângulo^  desde  o  hasla-- 
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De  la  siistitucion,  résulta 


ds=:ad^cos(f  i  / =z  ad^^i  —  e*sen''p, 

i  leadremos,  por  ûltlmo, 

/•?        

•-    0 

Esta  intégrai  es  una  funcion  trascendente,  cuyo  valor  no  puede 
obtenerse  sino  por  un  desarroUo  en  série.  La  formula  del  binomio  da 

^  •'  2  ^       2.4  •        a. 4.6  ^ 

1.1.3,5   _       , 

por  consiguiente,  se  tiene  para  el  arco  BM 

5  =  aJ9 e*    j  d<f  sen*  <p '-j  e^    j  d^  sen*  <p 

Las  intégrales  que  figuran  en  ei  segundo  miembro  son  todas  de 
la  forma  y*sen*'*çrfç,  i  les  aplicaremos  la  formula  (7)  del  n®  248, 

en  la  que  la  constante  G  debe  ser  nula,  puesto  que  para  9  =  o  se 
tiene  5  =  0. 

Si   se    quiere  el  cuarto  de  la  elipse,  basta  integrar  entre   los 

limites  ^  =  o  i  ç  =  -;  lo  que  da  (n®  2S7,  VI) 


1 .3.5  .  .  .  (m  —  1  )  ir 


/     sen'^çrftpin  ,  , 

J  ^    ^  2.4.O.../W        a' 

•■0 

i,  para  la  intégral  propues  ta,  tendremos 


« 


/    ^f  v^i  — 

•  0 


e'  sen*<p 


Tz       ijiir       r.i,i.3?r       i.i.3çi,3.5it 

2       2       22       2.4      2.42       2.4.6      2.4.62 
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por  consiguienle, 


arc 


BM.='^[,-(i.y-i(i^..y-^i^.y...] 


série  convergente,  i  tanto  mas  cuanto  mas  pequeno  es  e. 
Para  e  =  o  la  elipse  es  un  circiilo,  i  la  formula  da 


arcBMA  =:  — • 


265.  Rectificacion  de  la  hipérbola.  —  En  el  caso  de  la  hipér- 
bola,  representada  por  la  ecuacion 

se  liene 


Pongamos,  para  simpliilcar. 


y/ a*  -h  6*  =  ac; 
Hamando  e  la  razon  -  de  la  distancia focal  al  eie  transverso;  résulta 


,         ,        /e*  X-  —  a 
fis  =  aa?  *  / 


X'  —  a' 


V 

Como  X  varia  entre  aé  infînito,  podemos  hacer 

a 

x= ,  . 

cosqp 

variando  9  desde  o  hasta  -•  Se  tendra 

-    a  sen  cp  do 

dx  — ) 

cos*«p 


•      • 


por  consiguienle 


,         a  dm     ,— ■—       aedto      I        cos*© 

ds—  -. — ^  Ve'  — cos-(pir= -1-  i/  I ^  , 

ces»  9  ^       cos*ç  V  e* 

lu  ego 


./  C0S*3)     V 


cos*® 
I  —       ^ 


e* 
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Para  obtener  esta  intégral,  se  desarrollarâ  el  radical  i  /  i ^ , 

por  la  formula  del  binomio,  i  tendremos 

/^    /icp    r         I  cos'çp       I .  I  cos*cp       i.i.3cos'c&  1 

cos*9  L        2    e'         2.4     e  2.4.0    €^  J 


de  donde 


1  a         a    n  [  V  ,\  ros'©       i .  i  .3  ros*o  \    , 

5  =  aelang<p---<p--j^    (^^ -^  +  ^-^— -+  . . .  j  rfy. 

La  cuestion  queda  asi  rediicida  a  integrar  espresiones  de  la  forma 
ycos^'^rf^,  siendo  m  par.  Esta  intégral,  como  se  observé  en  el 
n"  248,  puede  deducirse  de  la  formula  que  nos  da  el  desarrollo  de 

(  sen^'ç  rf(p,  poniendo,  en  lugar  de  <p,  -  +  o. 


266.  Intégrales  elipticas.  —  Se  Uaman  intégrales  elipticas  6 
funciones  elipticas  las  1res  intégrales  siguientes 

r        d^  r      r  d^ 

I     I         >      77'  /    c^ÔV^i  — c*sen*Ô,  /    ; ,-;,    / -,       ,^ 

./    v'"~^^^"^  J  J     (i-h  asen*6)  yi  —  c*sen*6 

La  primera  intégral  Uamada  de  primer  orden,  se  représenta 
por  F  (c,  6);  la  segunda,  llamada  de  segundo  orden,  se  représenta 
por  E(c,  8),  i  la  tercera,  llamada  é/e  tercer  ôrden,  se  représenta 
por  tc(c,  aO). 

Estas  intégrales  se  suponen  tomadas  entre  los  limites  o  i  0.  El 
valor  0  se  llama  la  amplitud  de  la  funcion;  la  constante  c  es  su- 
pucsta  mas  pequcna  que  la  unidad,  i  se  llama  elmôdulo  delà  fun- 
cion; la  constante  a,  que  figura  en  la  funcion  de  tercer  ôrden,  se 
llama  el  paramétra , 

La  intégral  eliptica  de  segundo  ôrden  no  es  otra  cosa  sino  la  in- 
tégral que  hemos  hallado  para  determinar  la  longitud  del  arco  de 
una  elipse;  por  esta  circunstancia,  iporelhecho  de  que  estas  inté- 
grales estân  ligadas  entre  si  por  propiedades  notables,  se  les  ha 
dado  el  nombre  que  llevan,  de  intégrales  elipticas. 

La  teoria  de  las  intégrales  elipticas  i  las  investigaciones  à  que 
han  dado  lugar,  constituyen  una  parte  del  càlculo  intégral  de  las 
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mas  estensas  é  importantes.   Nos  limitamos  à  mencionarlo,   sa- 
liendo  su  estudio  de  los  limites  de  estas  lecciones. 


267.  Rectificacion  de  la  cicloide.  —  Consideremos  la  cicloide 
AMD  {^fig*  4o)  engendrada  por  elmovimiento  del  circulo  C  rodando 
sobre  la  recta  BD.  Tomemos  por  origen  de  las  coordenadas  el 

Fig.  ^o. 


C      X 


vértice  A  i  por  ejes  la  normal  i  la  tangente  à  la  curva  en  este  piinto. 
La  ecuacion  diferencial  de  la  cicloide  esentônces  (n®  145) 


dy 
dx 


/ 


V  2a  — y' 


por  consiguiente, 


ds=^dy 


l'ia 

V- 


—  V 


=  «(y  yy  =  2  s/a  a 


_   dv 


\/y 


Integrando  esta  formula  entre  los  limites  o  é^',  résulta 


r^  dy  ^  

s  =  arc  AM  :=.2\^'ia  I    — 7^  =  2^/20  \/y  =  2  ^'2  ay. 


Tracemos,  en  el  punto  M,  la  tangente  à  la  cicloide,  prolongân- 
dola  hasta  el  punto  T  en  que  encuentra  al  eje  de  las  x.  Se  tiene 

(n^  144) 


por  consiguiente, 


MT:zi:  V2aj, 


arcAM  =:  2  MT. 


Si  se  quiere  obtener  la  longilud  de  la  média  rama  AD,  basta 
hacer^  =  2a,  lo  que  da  4^  para  la  longîtud  buscada. 
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268.  Formula  para  la  rectificacion  de  iina  cnnra  plana  refe- 
rida  â  coordenadas  polares.  —  Tomemos  el  eje  polar  por  eje  de 
las  X,  i  una  perpendicular  en  el  polo  por  eje  de  las^v,  llamando  p  i 
(i)  las  coordenadas  polares,  se  liene 

,T  ^=p  cosù),        J'  =^  P  senco, 
de  donde 

dx  ■=.  dp  coso)  —  p  diii  sen  tu, 

dy  =  dp  senw  +  p  ^  costo  ; 
por  consiguîente, 


ds  =  ^djL*  4-  dy*  =  v'(^p Costa  —  pditi sen (u )■  4-  {dp sen w  4-  p ^w  coso> )» 

6  

ds  =  \^dp*  -h  p*  diù-. 

269.  Rectificacion  de  la  espiral  de  Arquimedes.  ~  La  ecuacîon 
de  la  espiral  de  Arquimedes  referida  â  coordenadas  polares  es 

p  r=  ao), 

de  donde 


dp^=.ad^y         ds-=i  \idp^  -r-  p-  doi'  =  a  ûfto  y  i  -i-  10-  ; 
por  consiguîente, 

s-=a   I  dia^'  i  -h  tu*  =z  -  [to  y  I  4-  o)-  4-  1  (w  -h  y  I  4- <«>*)]  4- C. 

270.  Rectificacion  de  la  espiral  logaritmica.  —  La  ecuacîon 
polar  de  la  espiral  logaritmica  es 

.p  =  Ae«<^, 
de  donde 


dp  ^kae"^^  d(ù,         ds  =  \/dc-  4-  p*  ^<u*  —  A  y/ 1  -ha-e^^dw] 
por  consîguicnte, 

s —  h e^***  4-  C  = p  4-  C. 

a  a       ^ 

Si  el  arco  empieza  en  el  polo,  que  es  asintota  de  la  curva,  se 
tendra 

,,  \/i  4-a« 

C.  =  0  ' p. 

a        ^ 
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lyeroicios. 

1.  Hectificar  la  curva  que  tiene  por  ecuacion 

Ail 

Solucion  : 

7. 

2.  Hectificar  la  curva  que  tiene  por  ecuacion  polar 

p  =  a(i  -4-  costo). 

Solucion  : 

5  =  4a  sen — h  G. 
•1 

3.  Demostrar  que,  si  la  ecuacion  de  una  cur\a  se  obtiene  eliminando 
u>  entre  las  ecuaciones 


entônces 


X  =  senu)  ^'((u  )  -h  cosu)  cp'(w  , 
>'  =  cos (o  ?p'( oj  ;  —  sen  a>  «&'( co  ), 

5  =  <p'(to  )-f-  tp''(oO. 


■•••^ 
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LECGION  XXXll. 


CUADRATURA  DE  LAS  CURVAS  PLANAS. 


271.  Formula  generaL  —  Sea  CMD  [fig.  40  «na  curva,  cuya 
ecuacioD  en  coordenadas  rectangulares  es 

Liamemos  xhy  las  coordenadas  de  un  punlo  variable  M,  i  reprc- 

Fig.  II. 


P      B 


sentemos  por  u  el  ârea  ACMP  cQmprendida  entre  la  curva,  el  eje 
de  las  Xy  la  ordenada  MP  i  una  ordenada  fija  CA. 
Sabemos  que  se  tiene 

du  T=^ydx  ^=.f  {x)dx] 
por  consîguiente, 

«  =    I  f{x)dx=:^{x)  ~hC. 

Si  se  quiere  que  el  ârea  sea  limitada  por  la  ordenada  CA  co- 
rrespondienle  â  laabscisa  OA  =  Xq^  la  intégral  debe  anularsc  para 
x  =  Xoj  i  se  tendra 

'^{Xq)  -h  C^:r:o        de  donde         C  =i  —  'f  ( ^*o ) 
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SI  el  ârea  debe  limitarse  tambien  por  ia  ordenada  BD  corres- 
pondiente  a  a;  =  OB  =  X,  se  tendra 

M  =  <p(X)  — {p(^o)  ~  /  f{^)dx. 

Si  los  ejes  fuesen  oblicuos,  se  tendria,  llamando  0  el  àngulo  de 
los  ejes, 

«i=senô  1   f{x)dx. 

Para  obtener  el  àrea  comprendida  entre  dos  curvas  dadas  CMD, 
C'M'D'  (Jig*  42)1  las  ordenadas  CC'A,  DD'B  que  corresponden  a 


B 


las  abscisas  x^  i  X,  se  observarà  que  esta  ârea  es  la  diferencîa  de 
las  dos  àreas  CDBA  i  C'D'BÂ.  De  suerte  que,  representando 
por^,  y'  las  ordenadas  MP,  M'P  de  las  dos  curvas  que  correspon- 
den à  la  abscisa  variable  â?,  el  ârea  pedida  sera,  en  el  caso  de  los 
ejes  rectangulares, 

i  ydx—    I    r'dx—  I    {y—y)dx. 


272.  Cuadratura  de  las  paràbolas.  —  Se  comprende  bajo  el 
uombre  de  paràbolas  las  curvas   representadas  en  coordenadas 
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rectîlineas  por  iina  ecuacion  de  la  forma 

en  la  que  m  i  n  son  esponentes  posilivos.  Bepresentemos  por  ii  el 

Fig.  43. 
Y 


ârea  OMP  {fig*  43  )  comprendida  entre  la  curva,  el  eje  de  las  abscisas 
1  la  ordenada  MP  =JK' 

Se  lîene,  en  el  caso  de  los  ejes  rectangulares, 


1-    £L 

du  m  y  dx  c=  pnx  X'n  dXy 


de  donde 


U  zzzpm    I      X»n  ax  = 


pm  xnt       = 


m 


ni  -\-  n 


m  -r-  n 


xy. 


Pero  el  producto  xy  es  igual  al  ârea  del  rectângulo  OPMQ 
conslruido  sobre  las  coordenadas  del  punto  M  ;  se  tiene,  pues, 

OMP  m  OMP 


m 
n 


OPMQ  "  m-hn  OMQ  " 

por  consiguienle,  la  para bo la  divide  el  drea  del  rectângulo  en 
dos  partes  que  es  tan  entre  sien  la  relation  de  los  numéros  m  in, 

273.  Cuadratiira  de  las  hipérbolas.  —  Sellaman  hipérbolas  las 
ciirvas  representadas  en  coordenadas  rectîlineas  por  iina  ecuacion 
de  la  forma 
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en  la  que  m  \  n  son  esponenles  positives.  Supongamos'^que  m  no 
sea  menor  que  /i,  i  consideremos  la  rama  de  la  curva  situada  en  el 
ângulo  de  las  coordenadas  positivas  i  que  tiene  por  asintotas  los 
dos  ejes  OX  i  OY  (Jig.  44). 

Sean  AC=jko)  MP=j^  las  ordenadas  que  corresponden  à  las 

Fig.  44. 


abscisas  a?o  i  ^;  m  el  ârea  comprendida  entre  estas  ordenadas,  el 
eje  de  las  abscisas  i  la  curva.  Se  tiene,  en  el  caso  de  los  ejes  rec- 
tangulares, 

t  n 

du  =  y  dx  •=.  pnt  X     ni  dXy 

de  donde  esceptuando  el  caso  de  m  =  n, 


U  =:  pm  I  X    ni     —  Xq   m     ) 

m  —  /*  \  / 


Se  vé  que,  six  aumenta  hasta  el  infinito,  el  ârea  ACMP  au  monta 
lambien  mas  hallâ  de  todo  limite.  Pero  si,  al  contrario  se  déjà  a 
MP  fijo  i  se  hace  decrecer  â  Xq  hasta  o,  el  ârea  tiende  hâcia  un 
limite  finito,  que  es 


u  -=. 


m  1,      ni-n 

pmx   ni    z=z 


m 


xy. 


m  —  n'  m  —  n 

Esta  formula  espresa  que  el  ârea  indejinida  u  es  al  rectàn- 
gulo  construido  sobre  las  coordenadas  del  punto  M  como  m  es 
dm  —  n. 

En  el  caso  particular  de  m  =  /?,  la  ecuacion 

j^niyn  -_  p 

se  rcduce  â 

xy  =  /?/«, 
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6  bien,  llamando  a  el  valor  numérico  de/?'"- 

xy  =z  a, 

que  représenta  una  hipérbolaequilâtera  de  segundo  grado.  Se  tiene 
enlonces 

Y  dx  = j 


•  • 


I,  por  consiguiente, 


X 


u:=:  a\x  —  a\xn  =  a\  —  • 


Xt 


Si  hacemos  a  =  i^  Xq^^  i^  résulta 

u=i\x; 

es  decir,  que  el  àrea  es  igual  al  logaritmo  neperiano  de  la  abscisa 
correspondiente.  A  causa  de  esta  propiedad,  los  logaritmos  nepe- 
rianos  se  Uaman  logaritmos  hiperbôlicos, 

274.  Cuadratura  del  circule.  —  La  ecuacion  del  circulo  refende 
à  ejes  rectangulares  es 

yî  4-  J7*  =r  a- y 
de  donde 

yzizsja}  —  x^, 

Consideremos  un  segmento  cualquiera  OCMP  {Jig.  45)  limitado 

Fig.  45. 


A     X 


por  el  eje  de  las  j^,  una  ordenada  arbitraria  MP,  el  eje  de  las  xi  e\ 
arco  de  circulo  CM.  Llamando  u  el  àrea  de  este  segmento,  se  tiene 


11=1    dx  y/a'  —  x^. 
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Aplicando  à  esta  intégral  la  formula  (4)  de  reduccion  de  las 
diferenciales  binomias,  tendremos 

y^ ^\     r      dx 
dx  v'a*  —  a;*  =z  i  J7  sja^  —  a?*  H /    /  ,  > 


pero 


i        ax 
I    \j'â*  —  x^ 


dx  X 


ir.  arcsen  — h  C, 


a 


liiego 


■-.I 


a- 


X 


dx  va-  —  -a?*  :=:  4  j?  \Ja}  —  .r*  -i-  —  arcsen  — 

'      ^  9.  a 


De    esta    formula   se    deduce    el    ârea    del    sector   GOM.    En 
efecto,  restando  del  ârea  del  segmente   OCMP  la  del  triàngulo 

OMP  -—  i  X  y/a-  —  x^^  se  obtiene 

sector  GOM  1=  —  arc  sen  —  rz:  -  arc  GM . 

2  a       2 

275.  Cuadratura  de  laelipse.   —  La  ecuacion  de  la  elipse  refe- 
rîda  à  ejes  rectangulares  es 

Sea  u  el  ârea  del  segmento  OBMP  {fig.  46),  Hmltado  por  el  eje 

Fig.  46. 


de  las  j' i  una  ordenada  cualquiera  MF. 
De  la  ecuacion  de  la  curva  se  deduce 


y  =1  -  \/a'  —  x^i 
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luego  , 

X  b  r" 

x^  dœ. 


"=^7  v«*- 


Describamos  sobre  el  eje  2  a,  como  diàmetro,  una  semi-circunfe- 
rencia,  1  sea  11'  el  ârea  del  segmento  OCNP,  se  tîene 


u'—  j    v/a*  — 


x^  dxy 
^  0 
de  donde  se  deduce 

u       h 

u^       a 
Asi  el  segmento  eliptico  i  el  segmento  circular  que  correspon- 

den  à  una  misma  abscisa  estdn  en  la  razôn  constante  -  • 

a 

Aplicando  este  principio  à  toda  la  elipse,  tendremos,  llamando 

Ë  el  àrea  de  la  elipse,  i  C,  O  las  de  los  circulos  de  radios  a  i  6, 

a  ^  ▼         » 

lo  que  nos  dice  que  el  drea  de  la  elipse  es  média  proporcional 
entre  las  de  los  dos  circulos  trazados  con  los  semiejes  como 
radios, 

276.  Cuadratura  de  la  cicloide.  —  Consideremos  la  cicloide 
AMD  {fig*  47)  referida  à  los  mismos  ejes  que  en  el  n®  267.  Se 
tîene 

i,  por  consiguiente 


ârea  AMP  =z    Ê    y  dx  m    I    dysji  ay  —  /*. 

Para  efectuar  la  integracion,  escribaraos 

I  dysjVây-^*—   j  dysja'^  —  {y  —  aY; 
haciendo  y  —  a  =  r,  résulta 

/  dy  sjVây  —  /*  =   /  dtsjâ^  —  t^  —  \t\l a-  ~  t^  +  — ar 
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1,  sustiUiyendo  en  lugar  de  t  su  valor. 


/ y-^a  I 1      a* 
dysjiay  -y^  =  • y^f^ay—y^-^ arcsen 


y  —a 
a 


C; 


lu  ego 
âreaAMP 


/^         

/     dy\J'iay—y* 

Y — a    , a*  y  —  a      ira' 

= y'a  ay  — y^  -\ arcsen \ — ;-  • 


Si  se  hace^  =  2  a,  se  tiene 

ârea  \DG  -  — . 

2 

Asi  el  ârea  lotal  ADG  es  Igual  à  la  mitad  de  la  del  cîrculo  geiie- 

Fig.  47. 
Y 


G'  A  P  G    X 

rador  î,  como  el  àrea  del  rectângulo  ABDG  es  igual  à  2  x«^,  résulta 


6  bien 


3 

ârea  AMDB  =:  -  ica*, 

2 


àreaAMDD'M'Ar^3  7ta«; 


es  decir,  que  el  àrea  comprendida  entre  la  rama  entera  de  la 
cicloide  i  su  base  es  igual  à  très  veces  el  àrea  delcirculo  gène- 
rador, 

277.  Formula  para  la  cuadratura  de  una  curva  plana  referida 
à  coordenadas  polares.  —  Designemos  por  u  el  àrea  de  un  sector 
POM  (Jig*  48)  comprendida  enlre  dos  radios  vectores  OP,  OM  i 
la  curva  CM.  Sea  MOM':=  Aw.  ïomemos  el  arco  MM'  bastanle 
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pequeno  para  que,  de  M  à  M\  el  radio  vector  vaya  constantemente 
aunientando  6  disminuyendo.  Para  fijar  las  ideas,  supongamos  que 

Fig.  48. 


vaya  aumentando.   Describamos  desde  el  punlo  O,  como  centro, 
los  arcos  Ml,  M'K;  se  tendra 

0M1<  Aa<OM'K, 

ô  bien,  como  OMI  =r  l  p»  Ao>     i     OM'K  =\{p-^  Ap  )=»  Aw, 

•ip*ilw  <  Aa  <  j(p4-  Ap)*  A(o. 

i,  dividiendo  por  Ao),  résulta 


luego 


4p'<g<Kp  +  4f)'; 


""■S  =  î'-' 


6  bien 


de  donde 


du 

d(ai 


—In* 


du  =^  j  p'  dtù. 


278.  Cuadratura  delà  espirallogaritmica.  —  Sea  la  ecuacion 

p~  Ae«**; 


se  tendra 


A*    /'  A*  ft* 

U  =  2L         e'aco^  _  ±.  glflO)  +  C  m  f-  -h  C. 

2  J  4«  4« 


Pongamos  CO  =  po  {/ig-  49)>  ^  inlegremos  â  partir  de  p©  ;  se 
tendra 


A 

4  m 


-)-C  =  o, 
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i,  por  consiguiente, 

Fi».  49- 


I 


l\m 


(p'-pî)- 


lyercioios. 

1.  Ëncontrar  el  ârea  limitada  por  la  curva 

(:)■-©'  =  ■• 

Solucion  :      -izab. 

o 

2.  Ëncontrar  el  ârea  comprendida  entre  las  curvas 


Solucion  : 


i6a> 


3.  Ëncontrar  el  ârea  de  la  curva 


Y  —  csen-  1  sen-  ? 
•^  a         a 

desde  a:  =  o  hasta  x  =■  atz. 
Solucion  :  'iac{i  —  la) 

4.  Ëncontrar  el  ârea  limitada  por  la  curva 

p  =    -T=r===  -r  à  COStt), 

/a*  —  6'  cos»  0) 
suponiendo  a^  b 

Solucion  :        ,  -^ • 
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CALGULO  APROXIMADO  DB  LAS  INTEGRALES  DEFINIDAS. 


279.  Métodos  empleados.  —  Cuando  una  funcionj'=/(:r)  es 
lal,  que  no  piiede  determinarse  la  intégral  îndeGnIda  f  f{x)  dx^  el 
càlculo  de  la  intégral  definida 


/    f{^)dx 

se  hace  por  procedimientos  de  aproxîmacion.  Hay  va  ri  os  métodos  ; 
espondreraos  solamente  el  de  interpolacion,  el  de  Poncelet  i  el 
de  Simpson,  que  se  reducen  todos  a  calcular  aproximadamente  el 
érea  comprendida  entre  la  curva  r  =/(x),  el  eje  de  las  x  i  las 
ordenadas  correspondientes  à  las  abscisas  x=^  x^i^x  =^^\  pues, 
como  ya  se  ha  visto,  dicha  àrea  tiene  por  roedida  la  intégral  defi- 

nida  /    f{x)dx» 

Se  puede  siempre  suponer  que  la  ordenada  de  la  curva  conserve 
un  signo  constante  i  que  la  concavidad  sea  vuelta  siempre  en  un 
mismo  sentido.  Si  esto  no  luviese  lugar,  se  dividiria  el  intérvalo 
de  la  integracion  en  intérvalos  parciales,  por  ordenadas  corres- 
pondientes à  los  puntos  de  interseccion  con  el  eje  de  las  ^  i  à  los 
puntos  de  inflexion. 

280.  Hétodo  de  interpolacion.  —  Sea  ' 

•\ 

dx. 


la  intégral  que  se  qiiiere  calcular.  Marquemos  sobre  el  eje  de  las^r. 
(y?^.  5o),  en  el  intérvalo  X  —  Xo,  n  puntos  a:,,  Xf.  .  .  . ,  x„^  i  tra- 
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cemos  las  ordenadas  correspondientes  a:i  A|,  ar^Aa,  .  .  .,â?/|Aii  de 
la  curva  y^=zf(^x).  Sean  j^,,^2,  .  .  .,j^„  sus  longitudes.  Por  los 
puntos  A| ,  Aj,  .  .  . .  An,  hagamos  pasar  una  curva  j^  ==  F  (a;).  Te- 
niendo  esta  curva  una  série  de  puntos  comunes  con  la  propuesta, 
en  el  intérvalo  de  x^  à  X,  se  alejarâ  poco  de  ella  i  podrà  susti- 


Fig.  5o. 


V    B 


tuirse  à  la  misma  para  el  càlculo  del  àrea.  Este  càlculo  podra  efec- 
tuarse  sin  dificultad  si  la  funcionF(â?)  ha  sido  escogida  de  manera 
que  se  conozca  la  intégral  indefinida  fF{x)  dx, 

Generalmente  se  toma  para  F  {x)  un  polinomio  de  grado  n  —  i . 
Se  ve  inmedialamente  que  este  polinomio  tendra  la  espresion  si- 
guîente  : 


F(^)=7, 


(X  —  Xi)   .  .  .   (X  —  Xn) 


^y» 


(x  —  x^)  ...  {x  —  X„^x ) 


(Xi  —  X^)  ,  .  ,  [Xi  —  Xn)  (Xn         ^i)  •  •  •  («^'i»         X^^i) 

En  efecto,  para  ;r  =  j?i ,  todos  los  términos  de  esta  espresion  se 
anulan,  ménos  el  primero,  que  se  reducc  âjK*  î  para  a?  =  X2,  todos 
se  anulan,  ménos  el  segundo,  que  se  reduce  à^a,  etc. 

Integrando  este  polinomio  entre  los  limites  Xq  i  X,  se  tendra, 
para  el  ârea  buscada, 

designando,  para  abreviar,  por  !« ,  .  .  . ,  I;,  las  intégrales 

'*   (x  —  x^)...  (X  —  Xn) 


J?l)   .  .  .  (Xi  —  Xn) 


dXy 


r(X  —  Xx)  ...   (x  —  Xfi—i  )       1 
(Xn         X^)  ...  {Xn  — ■  Xn  -i) 


las  cuales  son  independientes  de  la  naturaleza  de  la  curva  y  =f(x). 

El  càlculo  de  estas  intégrales  no  présenta  ninguna  diticultad. 

Se  simplifier  un  poco  por  medio  de  un  cambio  de  variable,  de 
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manera  que  los  limites  se  conviertan  en  o  î  i .  A  este  efecto,  pon- 
dremos 

J7  z^d?^  H-  (X  —  J?o)  ^• 

Sea,  adeinas, 
resultarà 

1,  r=(X  —  J?o)  J,,  ...,  1^1=:  (^X  —  iCo)  J«ï 

escribiendo,  para  abrevîar, 

Estas  nuevas  intégrales  no  dependen  mas  de  la  amplitud  de  los 
limites  de  la  integracion,  sino  tan  solo  de  las  relaciones 

■^  —  uCq  \.  — "  îCq 

Si  se  determinan  estas  relaciones  siempre  det  mismo  modo,  se 
podrà  calcular,  una  vez  para  siempre  las  constantes  J|,  . .  . ,  J„  ;  de 
suerte  que,  cualquiera  que  sea  la  curva  j'  =/(x),  no  se  tendra 
mas,  para  hallar  un  valor  aproximado  de  su  ârea,  que  raedir  6  cal- 
cular  las  ordenadas  r«,   .  .  .,  ^/ij  î  sustituirlas  en  la  formula 

(X  — a7o)(7i  Ji-H  -..  -H7„J,,). 

Cotes,  que  ha  indicado  este  niétodo,  supone  las  ordenadas 
equidistantes,  i  pone,  por  lo  tanto, 

Oj  ^^  o,  Oî  ^  î  vj  = >  •••>  9;,  r=  I  . 

n  —  1  n  —  I 

Vamos  à  efectuar  el  càlculo,  suponiendo  n  ^^  i.  Se  tendra,  en 
este  caso, 


j.=/'|i|Ei^*=X''-<"-^"^'=(-l"-^'-) 


\  t 

0 


4 
6' 


•  CÂLCULO  APROXIMADO  DE  LAS  INTEGRALES  DEPINIDAS. 

£1  ârea  buscada  S  sera  dada  por  la  formula 
Se  encontraria  del  mismo  modo,  para  n  ==  4? 
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S  —  — g^  (7i  -H  3/,  -h  3/8  -h/4)  ; 


para  n  =  o 


X X 

S—  "(771  +  327, -h  127a  4- 32^4 -h  77g), 

î7 


281.  Método  de  Poncelet.  —  Dîvidamos  el  intérvalo  X  — Xo 
i/tg'  5i)  en  un  numéro  par  a/i  de  partes  îguales  de  longitud 
comun  /«.  SI,  por  los  vértices  de  las  ordenadas  correspondientes  à 

Kig.  5i. 


las  abscisas  de  indices  impares  a:« ,  ....  X2n-\j  se  trazan  tangentes  à 
la  curva,  el  ârea  de  un  trapecio  tal  como  ABB'.V,  sera 

Luego,  la  suma  total  de  los  trapecios  formados  por  las  tangentes 


sera 
6  bien 


Qj„  ==  2  /i  (7,  4-  7,  -f-  . . .    4-  7j„_,  ), 


Qï«  "-      ^^      (7i  -+- J'»  +  •  . .  -+-  /î«-i)- 


Si  ahora  se  trazan  las  cuerdas  que  unen  las  estremidades  de  las 
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mismas  ordenadas  de  indices  impares,  i  las  que  unen  las  estremi- 
dades  dey^  i  de^<,  de  y^n  i  i  de  Y,  la  suma  de  los  Irapecios  co- 
rrespondientes  sera 


La  diferencia  entre  Pa/,  i  Q211  es  igual  a  la  dilerencia  entre  dos 
trapecios  de  altura  comun  A,  i  ciiyas  bases  serianj^'oé  Y,j^«  ^^2/1-1- 
Si  se  unen  los  puntos  F  i  K,  C  é  I,  siendo  HGB'  la  ordenada  média, 
se  tiene 


HB 


2 


luego 


P,n-Qtu=hGU, 


lo  que  da  el  limite  superior  del  error  que  se  comele,  tomando  por 
valor  del  érea  sea  P2/1,  sea  Qa». 

282.  Hétodo  de  Simpson.  — Dividamos,  como  antes,  el  intér- 
valo  X  —  Xq  (Jig»  52)  en  2/1  parles  iguales  de  longitud  comun  h. 

Fig.  53. 


^o       ^1       ^       ^9       ^ 


•«W.      X 


1  tracemos  las  ordenadas  correspondientes.  Por  cada  très  punlos 
consecutivos  A,  A^ ,  A2  :  A2,  A»,  A4  ;  ...  ;  hagamos  pasar  arcos  de 
curva  segun  el  método  de  Cotes,  i  llamemos  w,,  U2.   .  .  .,  u^  las 


CÂLGULO    APROXIMADO    DE    LAS    INTEGRALES    DEFINIDA8.  33l 

âreas  parciales  que  dichos  arcos  limltan;  se  tendra  (  n®  280) 

"i— 3(/o-+-4ri+7«), 
h        , 


««=3  (/j«_, -+-4ri«-i  -H  Y). 

Efectuando  la  suma,  se  obtendrâ,  como  resultado  aproximado  del 

« 

ârea  total, 

S=  3[/o-+-Y4-2(/,H-j^-h  ...  -\-ytn-i)  -h  4  (/i  4- /j -+-  ...  4-7,„_i)]. 

6  bien,  poniendo  en  lugar  de  h  su  valor, 

X a: 

S—     g^  "[/o  +  Y+^-(7î-i-/4-+-  •..  +v,„-t)-f-4(ri+/3-H  ...  -H/2„  i)]. 

En  vez  de  referlrnos  al  n®  280,  para  establecer  la  formula  de 
Simpson,  se  puede  seguir  el  método  siçuientc. 

Consideremos  la  curva  cuya  ecuacion  en  coordenadas  rectangu- 
lares  sea 

(i)  y=:  k-^Bx  -^Gx^ 

en  la  que  A,  B,  G  son  constantes;  representemos  por^o,  j'i,  J^'a  los 
valores  de  y  correspondientes  respectivamente  â  los  valores  o,  A, 
'ih  de  ^,  se  tendra 

(2)  7o  =  A,        7,  ~A-f-B/iH-CA*,        /î=zA-{-2BA-^4GA*. 

El  ârea  limitada  por  la  curva  (i)  por  el  eje  de  las  x  i  por  las 
ordenadasj^0)^2  es 

""'^  8  G  A» 


/      (  A  4-  B^  4-  G  J7«)  ûT^r  =  2  A  A  4-  aB  A*  4- 

-  0 

pero  se  tiene  idénticamente 

2  AA  4-  2BA*  4-  ^—  :r:  ^  [A  4-  4  (A  ^  B/i  4-  GA»)  4-  A  4-  2B A  4-  4G/i*]  ; 

6  6 
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luego,  à  causa  de  las  ecuaciones  (i)^ 

I      (  A  +  Ba?  -h  Gx')  dx  =-.  j  (jo  -H  4/1  -^  7i). 

Si  la  primera  de  las  très  ordenadas  equidistantes  tuviese  por 
abscisa  a:  =^  a  en  lugar  de  a:  =-.  o,  el  resultado  séria  el  mismo.  En 
efecto,  poniendo  en  la  ccuacion  de  la  curva  x  =~  a  -\-  x',  se  obtendrà 
un  resultado  de  la  forma 

en  queP,Q,R  son  constantes;  representemos  por^o?^»)J'2  los 
valores  de  y  correspondienles  a  los  valores  o,A,2A  de  x'^  î, 
siguiendo  el  mismo  procedimiento  anterior,  se  llegarâ  al  mismo 
resultado. 

Esto  entendido,  i  conservando  las  mismas  notaciones  anteriores, 
dividiremos  el  intérvalo  X  —  .Tq  en  an  partes  iguales  i  trazaremos 
las  ordenadas  correspondienles.  Por  cada  très  puntos  consécutives 
A,  A,,  A^;  A2,  A3,  A»  ;  .  .  .  podemos  siempre  hacer  pasar  arcos  de 
curva  que  tengan  por  ecuacion  la  ecuacion  (i).  Asimilàndolos  à  los 
de  la  curva  propuesta,  i  sumando  las  âreas  parciales  que  dichos 
arcos  determinan,  se  llegarâ  à  la  formula  y  a  establecida. 


I^ercicios. 


1.  Calcular  por  la  formula  de  Poncelei,  haciendo  2/1  —  10,  el  vaior  de 
la  intégral 

I     =  I2. 

Solucion  :  Pj„  —  o, 695635;  Qj«  =  0,691908. 

2.  Calcular  por  la  formula  de  Simpson,  haciendo  in—  10,  el  valor  de 
la  intégral 

r'     dx      _  T. 
Solucion  :  0,785398. 
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INTEGRALES  MULTIPLES. 


283.  Intégrales  dobles  indefinidas.  —  Se  llama  intégral 
doble  indefinida  6  siinplemente  intégral  doble  de  la  diferencial 
f{oc^y)dxdy^  en  la  que  x  éy  son  variables  independieates,  una 
funcion  de  eslas  variables  cuya  derivada  segunda  con  relacion  à  x 
i  ky  sesL  /(x^y).  Pongamos  esta  definicion  bajo  forma  analitica. 

Sea  u  la  intégral  doble  buscada.  Por  dcfiaicion,  podemos 
escribir 

Esta  ecuacion  puede  ponerse  bajo  la  forma 


^È 


6  bien,  haciendo  -7-  --  :  v, 

dx 


dv  . 


Asi  V  debe  ser  una  funcion  tal,  que  su  derivada  con  relacion  à  j', 
considerando  a  x  como  constante,  sea/(a;,j^).  Luego 


V—  f  /(x,y)dy, 

*j 


o  bien,  poniendo  en  lugar  de  v  su  valor, 

du 


£^  \fyx,y)dy. 


Esta  ecuacion  prueba  que  u  debe  ser  una  funcion  tal,  que  su 
derivada  con  relacion  à  x^  considerando  à  y  como  constante,  sea 
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//{^-^y)^}''  Luego 

u=  j  dx  I  f{3c,y)dy, 

lo  que  nos  dice  que  la  intégral  dohle  u  de  la  diferencial 
f{x^y)  dx  dy  se  obtiene,  integrando  primeramentef{x^y)  con 
relaciondy,  como  si  x  fuese  constante  y  i  despues  integrando  el 
resultado  con  relacion  d  x  : 

La  précédente  espresion  de  u  suele  tambien  escribirse  asi 

/  /  f{^^y)^ydx, 

porque  la  primera  integracion  f  f{x^y)  dy  debe  ser  efectuada  sin 
preocuparse  del  factor  dx^  por  consiguiente,  puede  considerarse  à 
este  multipHcador  como  una  constante  con  relacion  à  la  primera 
integracion  y  i,  por  lo  tanto,  es  permitido  ponerlo  bajo  el  signo  j\ 

284.  Orden  de  las  integraciones.  —  Para  obtener  la  intégral 
doble  de  la  diferencial /(j:,J')  rf^crf^,  hemos  dicho  que  se  inte- 
graba  primero  con  relacion  k  y  x  luego  con  relacion  à  x,  Pero 
siguiendo  la  misma  demostracion  podriamos  invertir  el  orden  de 
las  integraciones,  i  el  procedimiento  séria  espresado  porlaecuacion 


dy  f  f^^''0')d^- 


Puesto  que  hay  dos  métodos  para  encontrar  u,  partiendo  de  la 

formula -j—-,-^^ /(Xj y),  ocurre  investigar  si  el  resultado  es  el 

niismo. 

Supongamos  que  Ui  i  u-^  sean  dos  funciones  taies,  que  puestas 
en  lugar  de  u  satisfagan  à  las  ecuaciones 


dxdy      J  ^    'J    '  dxdy 

Sustrayendo  miembro  à  miembro,  tendremos 

rf*  Uy^         d^  u^ 


dx  dy       dx  dy 


-o, 


é 
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6  bien,  poniendo  ^  =  w<  —  1/2, 


[da;) 


d 

lo  que  prueba  que-r-;-  debe  ser  una  espresion  independiente  dey; 
pero  puede  ser  una  funcion  arbitraria  de  ;r  ;  i  podemos  poner 

Integrando,  résulta 

V  ~:  I  tp  (^)é/^  =<}/(^)  4- constante. 

Aqui  la  constante  se  entiende  que  sea  una  espresion  indepen- 
diente de  œ;  pero  puede  contener  â^,  i  serà.una  funcion  arbitraria 
dej^.  Representàndola  por  cy  (^),  tendremos 

d^u 
Asi  dos  valores  de  u  que  satisfagan  à  la  ecuacion  ^/(^j^)» 

pueden  diferir  solaraente  en  la  suma  de  dos  funciones  arbitrarias^ 
la  una  solo  de  j:  i  la  otra  solo  de  j^'. 

285.  Forma  gênerai  de  la  intégral  doble  indefinida.  -  La  in- 
tégral doble  indefinida  de  una  diferencial  dada  fi^x^y^dxdy 
puede  tener  una  infinidad  de  valores;  porque,  si  Y i^x^y)  es  una 
funcion  de  a;  i  de  y^  cuya  diferencial  segunda  con  relacion  à  estas 
variables  sea  f{x^y)dxdy^  agregando  à  esta  funcion  dos  fun- 
ciones arbitrarias  ^{x)  i  u  (jk)i  la  primera  funcion  de  la  sola  ar, 
i  la  segunda  funcion  solamente  de  y^  se  obtendià  la  espresion 
F  {x^y)  -\- ^  {x)  -\-  X3  {y)  que  tendra  la  misma  diferencial  segunda. 
Pero  no  habrà  otra,  porque,  como  acabamos  de  verlo,  dos  fun- 
ciones Ae  X  \  à^y  que  tienen  la  misma  diferencial  segunda  no 
pueden  diferir  mas  que  en  la  suma  de  dos  funciones  arbitrarias, 
la  una  de  j;  i  la  otra  de  y.  Asi  la  intégral  doble  indefinida  de 
f{x^y)  dxdy  es  F  {x^y)  +  '^(a;)  -h  vs  (/),  i  podemos  escribir 

/    i  f{Xyy)dxdy  —  ¥{x,y)  ^^{x)  -\-X3{y). 
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manera  que  los  limites  se  conviertan  en  o  î  i .  A  este  efecto,  pon- 
dremos 

Sea,  ademas, 

«^1  =^oH-  (X  —  ^o)ôi>         •  •  •»         a?;,  =  a;o  +  (X  —  0:0)6/1; 
resultarà 

Ij  rz:  (X  -  -  J?o)  Ji»  •••>  I/»^=^(X  —  ^0)  ^ny 

escribiendo,  para  abreviar, 

Estas  nuevas  intégrales  no  dependen  mas  de  la  amplitiid  de  los 
limites  de  la  integracion,  sino  tan  solo  de  las  relaciones 

A     ^1  ""^  «^O  A      "^n  ^0 

A.  —  Xq  ^V.  —  Xq 

Si  se  deterroinan  estas  relaciones  siempre  deï  mismo  modo,  se 
podra  calcular,  una  vez  para  siempre  las  constantes  J^ ,  .  .  . ,  J„  ;  de 
suerte  que,  cualquiera  que  sea  la  curva  j' =/(:r),  no  se  tendra 
mas,  para  hallar  un  valor  aproximado  de  su  àrea,  que  medir  6  cal- 
cular  las  ordenadas  v^,   . .  .,  yn^  i  sustituirlas  en  la  formula 

{X~-Xo){yi3i-\-  ...  -hfnh)' 

Cotes,  que  ha  indicado  este  método,  supone  las  ordenadas 
cquidistantes,  i  pone,  por  lo  tanto, 

I  2 

Oj  =1  o,         Oj  r= — — ,  8j= j  •••»  Ort^i- 

n  —  1  n  —  I 

Vamos  à  efectuar  el  càlculo,  suponiendo  n  -^  i.  Se  tendra,  en 
este  caso, 

^.=x'i^,'"=x'-'«'*-^"^'=(-i"-î'-);=i- 


•     GÂLGULO    APROXIMADO    DE    LAS    INTEGRALES    DEFINIDAS. 

El  àrea  buscada  S  sera  dada  por  la  formula 

A.  —  J?o 
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S=: 


(ri  4- 4/1 4- /s)- 


Se  enconlraria  del  mismo  modo,  para  n  =  4? 


s  =  ^L^  (^,  +  3y,  +  3  j,  +/J  ; 


para  n=^  Oy 


S= 3-^<7ri  4-32/, -h  127,4-32744-7/8), 


281.  Método  de  Poncelet.  —  Dividamos  el  intérvalo  X  —  x© 
(Jig.  5i)  en  un  numéro  par  2/1  de  partes  îguales  de  longitud 
comun  h.  Si,  por  los  vértices  de  las  ordenadas  correspondientes  à 

Fig.  5i.   ■ 


las  abscisas  de  indices  impares  x^^  .  .  . ,  x^^n-xt  ^^  trazan  tangentes  à 
la  curva,  el  ârea  de  un  trapecio  tal  como  ABB'A',  sera 

ri  (  .^2  —  xo  )  -  2  Aji . 

Luego,  la  suma  total  de  los  trapecios  formados  por  las  tangentes 


sera 
6  bien 


Q,„~2/i(/,  4-/8-h    .  .  .     -f-rsa-i), 


Q,«  - 


x< 


n 


(714-/3  4-   ■••   4-74„_,). 


Si  ahora  se  trazan  las  cuerdas  que  unen  las  estremidades  de  las 
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manera  que  los  limites  se  conviertan  en  o  î  i .  A  este  efecto,  pon- 
dremos 

Sea,  ademas, 

lesultarà 

escribiendo,  para  abreviar, 


Estas  nuevas  intégrales  no  dependen  mas  de  la  amplitud  de  los 
limites  de  la  integracion,  sino  tan  solo  de  las  relaciones 

A       Xy—'XQ  X„    —   Xq 

A  —  Xq  a  —  Xq 

Si  se  determinan  estas  relaciones  siempre  del  mismo  modo,  se 
podrâ  calcular,  una  vez  para  siempre  las  constantes  J^ ,  .  .  . ,  J;,  ;  de 
suerte  que,  cualquiera  que  sea  la  curva^' ==/(:r),  no  se  tendra 
mas,  para  hallar  un  valor  aproximado  de  su  àrea,  que  raedir  6  cal- 
cular las  ordenadas  Vi,   .  .  .,  j„,  i  sustituirlas  en  la  formula 

(X  — ^o)(ri Ji-H  ...  -H7«J„)- 

Cotes,  que  ha  indicado  este  método,  supone  las  ordenadas 
cquidistantes,  i  pone,  por  lo  tanto, 

Oj~o,         ôj=  ,  0,— ,  ...,  0,,  — I. 

/i  —  1  n  —  i  ^ 

Vamos  à  efectuar  el  càlculo,  suponiendo  n  =  'i.  Se  tendra,  en 
este  caso, 


•     GALCULO    APROXIMADO    DE    LAS    INTEGRALES    DEFINIDAS. 

El  àrea  buscada  S  sera  dada  por  la  formula 


3^9 


S=: 


A.  —  OCt\ 


(71  -^-47î-H/,). 


Se  encontraria  del  mismo  modo,  para  n  =  4? 


S  =  — g^  (7i  4-  3/,  4-  3/,  4-/4)  ; 


para  ai  =  5 , 


X X 

S=  "(7/1  -+-32J, -h  12/3  +  3274  +  7/6), 


281.  Método  de  Poncelet.  —  Dividamos  el  intérvalo  X  —  Xo 
(/*^-  5i)  en  un  numéro  par  2/1  de  partes  iguales  de  longitud 
comun  /r.  Si,  por  los  vértices  de  las  ordenadas  correspondientes  a 

Fig.  5i.  ■ 


las  abscisas  de  indices  impares  x^^  ....  x^n-si  se  Irazan  tangentes  à 
la  curva,  el  ârea  de  un  Irapecio  tal  como  ABB'A',  sera 

Luego,  la  suma  total  de  los  trapecios  formados  por  las  tangentes 


sera 


6  bien 


Qî«  —  '^h  (7,  -4-  /,  -H   .  .  .     -f-  /î„_i  ), 

Q-^         X{\  ,  . 

tn  •■■- (/i  -+-/,-+-    ...    -h  ytn-i)' 

Si  ahora  se  trazan  las  cuerdas  que  unen  las  estremidades  de  las 
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partiendo  de  esta  definicion,  la  intégral  triple  de  f\x^y^  z)  dxdy  dz 
es 

I  dx  I  dyj/{a:,j',z)dz        à     . J  J  j  f{œ,y,z)  dœdydz, 

simbolizando  estas  espresiones  el  resultado  de  très  integracioiies 
sucesivas  con  relacion  k  z^  k  y  \  ^  x^  siendo  cada  una  de  estas 
variables  considerada  en  cada  integracion  como  ûnica  variable 
independiente,  mientrasquelas  otras  se  consideran  como  constantes. 
En  el  caso  de  que  la  intégral  triple  es  definida,  el  simbolo 


f    dx  j    dy  j  f{x,yyz)dz 


indicarà  la  sigiiiente  série  de  operaciones  :  integrar/(ar,^,^)  con 
relacion  à  z  entre  los  limites  z^  i  Z  considerando  k  x  i  iy  como 
constantes;  despues  integrar  el  resultado  obtenido,  que  es  una 
funcion  de  ^  i  de^,  con  relacion  éiy  entre  los  limites  j^q  é  Y.  como 
si  X  fuese  constante;  por  ultimo,  integrar  el  resultado,  que  es  una 
funcion  de  a?,  con  relacion  à  esta  variable  entre  los  limites  Xq  i  X. 
Aqui  los  limites  Zo  i  Z  pueden  ser  funciones  de  ^  i  de^;  éyQ  é\ 
pueden  ser  funciones  de  x. 

Si  estos  limites  fuesen  independientes  de  las  otras  variables, 
se  podria,  como  en  el  caso  de  la  intégral  doble,  invertir  el  ôrden 
de  las  integraciones  de  una  manera  cualquiera. 

290.  TBOREaiA.  —   Una  intégral  triple  definida 


i   dx  \    dy  I  f{x,j\z)dz 

vx.  «'v.  «^-:.. 


es  el  limite  de  la  suma  de  todos  los  productos  de  la  forma 

En  efecto,  se  tiene 

/    dy  j  f{x,y,z)dz  —  \im^f{x,y,z)tiy^z, 

Pongamos 

j   dy  j  f{x,y,z)dz  —  ^{x). 


\ 

\ 
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Podemos  escribir 


1    ^{x)dx  —  lim  2ij/(x)  Aj?, 


6  bien 


^  /    dx  j  dy  j  f{x,y,z)dzr=:\im'2é^x[\iva^f{x,y,z)i^yt^z] 

■=z  lfin2/(^,/,  «)  ^x  t^y  t^z. 


291.  Intégrales  de  un  ôrden  cualquiera.  —  De  una  manera 
gênerai  direraos  que  la  intégral  multiple  del  ôrden  n  de  la  dife- 
rencial  /(^,JKî  .  .  . .  u^  t)  dx  dy  .  .  dudt^enla  que  x^y^  . .  , ,  u,i 
representan  n  variables  independientes,  es  la  funcion  de  estas 
variables  cuya  derivada  del  ôrden  n  con  relacion  à  x^y,  , ,  ,^u^t 
sea/(x,^,  .  .  , ,  M,  /  ). 

Estendiendo  las  consideraciones  précédentes  à  este  caso  gênerai, 
es  fàcil  ver  lo  que  debe  entenderse  por  la  espresion 

(  I  )  I    dx  I    dy  . .  .    I    du  I  /{x,  y,  .  .    .,  u,  t)  dty 

en  la  que  se  suponen  los  limites  de  cada  variable,  independientes 
de  las  variables  siguientes,  pero  pudiendo  depender  de  las  variables 
précédentes. 

Para  calcular  la  espresion  (i)  se  integrarà  primero  la  funcion 
f{x^y^  .  . . ,  tt,  t)  con  relacion  à  ^,  entre  los  limites  ^o  i  T,  como 
si  las  variables  x^y^  .  .  .,  m  fuesen  constantes;  se  obtendrà  de  esta 
manera  una  funcion  de  las  variables  ^,  r,  . .  . ,  a.  Se  integrarà  esta 
funcion  con  relacion  à  u  entre  los  limites  MoiU,  como  si  x^y^  .  .  . 
fuesen  constantes,  i  se  obtendrà  una  funcion  de  x^y^  .  .  .  indepen- 
diente  de  </,  t,  i  asi  sucesivamente. 

Tambien  aqui  es  de  observarse  que,  si  los  limites  relativos  à 
cada  variable  fuesen  independientes  de  las  otras  variables,  se 
podria,  como  en  los  casos  anteriorjes,  invertir  el  6rden  de  las  inle- 
graciones  de  una  manera  cualquiera. 


■ 

i 
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Byercicios. 


Jl  AcosO 

f^d^f  rdr=:  ^(  A«  — c«). 

0  *^cc 


cosO  ^ 


C*«  3 


3.  Sea 


A  ~   I  I  u^  dx  dy,         3=11  uvdxdy,         C  =    M  P^etorf^^; 

suponiendo  los  mismos  limites  para  eslas  très  intégrales  demostrar  que 
AC  >  B«. 


^««•4 
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292.  Volûmen  de  la  porcion  de  un  cnerpo  cualquiera  compren- 
dido  entre  dos  pianos  paralelos.  —  Sean  OX,  OY,  OZ  {/ig,  53) 
très  ejes  de  coordeDadas  rectangulares.  Represenlemos  por  V  el 
volûmen  do  la  porcion  de  un  cuerpo  cualquiera  coniprendida  entre 

Fig.  53. 


dos  pianos  Vq  i  P  paralelos  al  piano  YOZ  i  correspondientes  à  las 
abscisas  Xqj  x. 

Si  suponcmos  x^  constante  i  x  variable,  el  voldmen  V  sera  una 
funcion  de  x^  ciija  diferencial  sera  fâcil  hallar.  A  este  efecto,  con- 
sideremos  las  secciones  iiechas  en  el  cuerpo  por  los  dos  pianos  P 
i  P'  paralelos  à  YOZ,  i  correspondientes  à  las  abscisas  j?ia?  H-  Ax; 
estos  dos  pianos  comprenden  entre  si  el  volûmen  AV;  es  decîr,  cl 
incremenlo  del  volûmen  correspondiente  al  incremento  A^. 

Sea  u  el  àrea  de  la  seccion  determinada  por  el  piano  P.  Tomemos 
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un  punlo  i  en  el  interîor  del  àrea  «,  tracemos  la  recta  iH  paralela 
al  eje  OX,  i  por  ii'  hagamos  pasar  un  semiplano  cualquiera  miim\ 
que  encuentra  â  los  pianos  P,  P',  segun  t/n,  iW,  i  à  la  superficie 
del  sôlido  segun  la  curva  mm'.  Tracemos  por  todos  los  puntos 
del  arco  mm'  paralelas  à  mi  terminadas  sobre  la  recta  iV;  sean  /, 
la  mas  pequena  de  estas  rectas,  I2  la  mas  grande.  Concibamos  que 
sobre  im  se  lleven  las  longitudes  iAti,  fXra  iguales  respectivamenle 
à  /|  î  à  /2*  Si  se  hace  girar  al  piano  mit  m!  al  rededor  de  la  recta 
fija  iV,  los  dos  puntos  k\  \  k^  describiràn  en  el  piano  P  dos  curvas 
cerradas  cuyas  àreas  representaremos  por  u^  i  2/3. 

Sea  a  el  àngulo  que  hace  el  eje  OX  con  el  piano  YOZ.  La  dis- 
tancia  de  los  pianos  P,  P'  sera  Assena.  El  volùmen  AV  estarà 
comprendido  entre  los  cilindros  que  tienen  por  bases  respectivas 
U4, 1^2  i  por  altura  Aâ;sena;  es  decir,  que  se  tiene 

tti  Aar  sen  a  <  AV  <  u^  Aa?  sen  a, 

de  donde 

AV 
Ux  sen  a  <^::  r-   <  «•  sen  a  ; 

pero  U\  i  u^  tienen  por  limite  u,  cuando  ^x  tiende  hàcia  cero,  luego 

-7-   zizttsena  ô  <iV  =.  a  sen  a  c/j?. 

dx 

Ësto  entendido,  el  volùmen  comprendido  entre  dos  pianos  para- 
lelos  à  YOZ,  correspondientes  à  las  abscisas  :r  =  j:©  i  ^  =  X,  se 
ob tendra  por  la  formula 


V  =  sen  CL  I    u  dx. 


r- 


En  el  caso  de  los  ejes  rectangulares,  se  tiene  mas  sencillamente, 


=:    I      udx. 


El  resultado  que  acabanios  de  obtener  supone  el  àrea  u  cono- 
cida  en  funcion  de  X]  la  determinacion  de  esta  àrea  exige  ella 
misma  una  integracion  ;  pero  hay  casos  en  que  esta  integracion 
puede  ser  efectuada  inmediatamenle,  como  vamos  d  verlo  en  los 
ejemplos  siguientes. 


/ 
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293.  Ejemplos.  —  I.  Enconlrar  el  volàmen  de  un  conode  base 
cualquiera, 

Tomemos  el  vérlîce  O  {fig-  54  )  del  cono  por  origen  de  très 

Fig.  54. 


coordeDadas  rectangulares.  i  por  eje  de  las  x  la  perpendicular 
bajada  desde  este  vértice  sobre  la  base. 

Si  se  représenta  por  B  la  base  del  cono,  por  H  su  altura,  se 
tendra,  como  se  sabe, 


B     . 


i  el  volûmen  V  sera 


B     /*" 


BH. 


II.  Enconlrar  el  volàmen  del  elipsoide  comprendido  entre 
dos  p  lanos  para  le  los . 

La  ecuacion  del  elipsoide  referido  à  sus  diàmetros  principales  es 

x^       y*       5* 


a^ 


b- 


La  seccion  HPG  {fig*  55)  hecha  en  el  elipsoide. por  un  piano 
cualquiera  paralelo  al  piano  Y OZ,  tirado  à  la  distancia  0P=  x^ 


3î6 


8EGUNDA    PARTE.     —    LEGGION    XXXV. 


tiene  porecuacion 


ttH — :  —  1 2> 


6*       c-  a^ 

que  représenta  una  elipse  cuyos  semîejes  son 


de  suerte  que  se  tiéne 


PH  =  c 


/ 


x^ 


Uzzr-Kbc    (    I ^  1  • 


Por  consiguiente,  si  iCg  i  X  representan  los  valores  de  x  que  co 

Fig.  55. 


rresponden  à  las  bases  del  segmento,  se  tendre 


ô  bien 


.bc[ 


(X  -a?o)  — 


X»  —  a?o 


Sa*      J 


Para  oblener  el  volûmen  entero  del  elipsoide,  es  précise  haccr 
^0  =  —  a,  X  --  a,  i  résulta 


V--  1 7ra6c. 


294.  Volûmen  de  los  sôlidos  de  revolucion.  ^  £1  àrea  repre- 
sentada  por  u  en  el  n®  292  se  obtiene  inmediatamente  en  el  caso 
de  los  sôlidos  de  revolucion  al  rededor  del  eje  de  las  x^  puesto 
que  esta  àrea  es  la  de  un  circulo  ô  de  una  corona  circular. 
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Sea  Mo  M  {fig*  56)  una  curva  dada  sitiiada  en  el  piano  de  las 
xy^  î  consideremos  el  sôlido  engendrado  por  la  revolucion  al  rede- 
dor  del  eje  de  las  x  del  ârea  plana  MqPoPM  comprendida  entre  la 
curva  Mo  M,  el  eje  de  las  x  i  las  ordenadas  MoPoj  MF, 

.  Fig.  66. 


En  este  caso,  el  ârea  u  sera  la  de  un  circulo  de  radio  j^;  se  ten- 
dra, pues, 

V 


u^Tzy- 


siendo  x^  i  X  las  abscisas  que  corresponden  à  las  ordenadas  Mo  Po) 
iMP. 

Supongamos  que  se  pida  el  volumen  V  engendrado  por  el  ârea 
MoNoNM  comprendida  entre  dos  curvas  dadas  Mo  M,  NoN  i  las 
ordenadas  MqPojMP.  SeanjK^^  las  ordi^nadas  de  las  dos  curvas; 
el  ârea  u  sera  la  del  espacio  comprendido  entre  los  circulos  con- 
céntricos  de  radios^  éy\  se  tendra,  pues, 

295.  &BMPL0S.  —  I.  Determinar  elvolûmendeltoro. 

El  toro  es  el  sôlido  engendrado  por  un  cfrculo  que  gira  al  rede- 
dor  de  un  eje  situado  en  su  piano. 

Tomemos  por  eje  de  las  x  {fig^  67)  el  eje  de  revolucion. 
La^ecuacion  del  circulo  es 

{x  —  ^Y  -^  {y  —  ^Y  -1  r\     ' 

Llamandoj,  j^  las  ordenadas  de  los  puntos  M,  N  que  correspon- 
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den  à  la  misma  abscisa  x  =  OP,  se  tiene 

j'  -h /  —  a  6 ,        7  —  j^'  =:  2  V^/--  — l^'  — a)-, 
de  donde 


Luego,    represenlando  por  V  cl  voiùmen  engendrado  por  el  seg- 


M, 

( 

1           --~. 

M 

) 

N. 

N 

menlo  M^Nq  NM,  se  tendra 

Si  llamamos  v  el  ârea  del  segmente  Mq  N©  MN,  se  ticne 

(;=  /    {y  —  j^dx--2   I    sjr"-  —  {x  —  ^Y dx\ 


lu  ego 


Vrrr  2  7cC  C. 


Si  se  quiere  el  volûmen  total  del  sôlido,  se  harà  i^  irritr-,  i  se 
tendra 

II.  Determinar  el  volumen  engendrado  por  la  superficie  de 
la  cicloide  girando  al  rededor  de  su  base, 

Tomemos  por  eje  de  las  x  (  fig,  58)  la  base  de  la  cicloide  i  por 
eje  de  las  y  la  perpendicular  trazada  por  una  de  las  estremidades 
de  esta  base;  la  curva  es  definida  por  las  ecuaciones  (n®  443) 

x=:a{^  —  seiKp),         y  =z:  a(  I  —  cos<p), 
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de  donde  se  saca 

dx  ^a{ï  —  cos(t  )  do, 

Sea  V  el  volûmen  engendrado  por  el  ârea  coin  prendida  entre  la 

Fig.  58. 

V 


curva  AM,  eL  eje  de  las  ^  i  la  ordenada  MP  que  corresponde  à  la 
abscisa  x  =  ÂP,  6  al  àngulo  9.  Se  tendra 

Vr-ir  I   y^dx  =:.'Ka^  /    (i  —  cos9)'</(p; 

^a  -  0 

pero 

(i  —  cos'f  )*  =  J  —  ^  C0S9  -hfcosa  <p  —  |cos3ïp; 
luego 

V  .inira*  (I9  —  -r  sen<p  4-  f  sena^  — /,  senScp). 

Si  se  quiere  el  volùmen  total  del  cuerpo  engendrado  porlacicloide, 
se  harà  ^  ==  aie,  i  se  tendra 

296.  Tolûmen  de  un  solide  terminado  por  diversas  superficies. 
—  Imaginemos  dos  superficies  cualesquiera  CDEF  i  C'D'E'F' 
{fig-  59)  cuyas  ecuaciones  sean 

(I)  F(jr,7,^)=:o,         V,{x,y,z)-o. 

Supongamos  que  dos  pianos  paralelos  à  YOZ,  trazados  à  las 
distancias  OA  ^~  Xq^  OB  =  X,  corten  à  estas  superficies  segun  las 
curvas  DC,  EF,  D'C,  E'F'.  Imaginemos  tambien  dos  cilindros 
rectos 


(2) 


y— ?(«).      r  =  'K*). 
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teniendo  por  bases  sobre  el  piano  YOX  las  curvas  RV,  ST,  î  que 
corlen  é  las  superficies  dadas  segun  las  curvas  CF,  DE,  C'F',  D'E'. 

Nos  proponemos  hallar  el  VDlùinen  CDEFC'D'E'F',  Hmitado 
por  los  pianos  i  las  superficies  consideradas. 

Para  esto  tracemos  à  una  distancia  x  =  OQ,  comprendida  entre 

Fig.  59. 


Xq  i  X,  un  piano  paralelo  à  YOZ,  i  determînemos  el  ârea  de  la 
seccion  GHH'G'.  Esta  ârea  plana  esta  comprendida  entre  las  cur- 
vas GHi  G/ H',  cuyas  ecuaciones 

se  obtienen  haciendo  en  las  de  las  superficies  (i)  a:  =^  OQ. 

Sabemos  que  el  àrea  limita da  por  estas  curvas  se  détermina  por 
la  ecuacion 


âreaOHH'G'  =  f  {z-z^) dy, 


en  la  que  ^q  é  Y  representan  los  valores  QK  i  QI,  es  decîr,  los 
que  resultan  de  las  ecuaciones  (2)  cuando  se  pone^:=  OQ.  Esta 
integracion  se  harâ  considerando  ix  corao  constante,  i  el  resul- 
tado  obtenido  no  dependerâ  sino  de  Xj  despues  que  en  lugar  de 
yQ  i  de  Y  se  sustitujan  sus  valores  en  funcion  de  x.  ' 
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Ahora   bien,   para  hailar  el   volûmen   pedido,  acudiremos  é  la 

ecuacion  del  n®  292,  V  =   /    w  û&,  en  dopde,  en  lugar  de  u  pon- 

dremos  el  valor  de  la  seccion  que  acabamos  de  halIar;  por  consi- 
guiente,  se  tendra 

(3)  V.-.  fdx   f\z-z,)dy' 

Si  la  superficie  inferior  se  confunde  con  el  piano  xy.^  se  tendra 
3,  =  o,  i 

(4)  V—   (  dœ  f  zdy. 

297.   Obssrvagion.  —  Se  ha  demostrado  anteriormente  que  la 
espresion 

\    dx  l  zdy, 


*■' T^  'Yt 


es  el  limite  de  la  suma  de  términos  anàlogos  àz^y^x^  cuando 
xéy  varian  entre  los  limites  de  la  integracion;  i,  como  cada  uno 
de  estos  términos  puede  considerarse  como  el  volûmen  de  un 
prisma  infinitamente  pequeno  teniendo  por  altura  z  \  por  base 
£ix  AjK?  résulta  que  el  volûmen  V  es  el  limite  hàcia  el  cual  tiende 
la  suma  de  dichos  prismas. 

298.  Ejemplo.  —  Calculai' el  volûmen  comprendido  entre  el 
paraboloide  hiperbôlico  z=^a  xy^  el  piano  de  las  xy  i  los  cuatro 
pianos  a;  —  a^o,  x  ~  X,^==^oi^  =  Y. 

Aqui  el  volûmen  es  dado  por  la  ecuacion 

tX 


V --=    r rfa:  J  aay  rfj' =  ?  ( Y*  -  rj  )  (X' -  a;J  ) 


a 


—     (X-  -Xo)(Y-7o)(XY-ha:o7o-H-X7o-i-Yjo) 

siendo  z^^  z^^  ^3,  z^  las  ordenadas  de  los  cuatro  puntos  en  los 
àngulos  de  la  porcion  buscada. 
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299.  Volûmen  total  de  un  cuerpo.  —  Lo  que  précède  nos  con- 
duce  à  determinar  el  volûmen  de  un  cuerpo  cualquîcra,  terminado 
por  todos  lados  por  una  superficie  cuya  ecuacion  F  (^,  J%  z)  =  o, 
rcferida  à  très  pianos  coordenados,  es  conocida. 

Para  esto,  buscaremos  lo  que  se  ilama  el  contorno  aparente  del 


Fig.  60. 


v/D' 


cuerpo  sobre  el  piano  XOY  ;  es  decir,  la  traza  sobre  dicho  piano 
de  un  cilîndro  circunscrito  à  la  superficie  i  paralelo  al  eje  de 
las  z, 

Como  en  cada  punto  {x^j'y  z)  de  la  curva  de  contacto  el  piano 
tangente,  cuya  ecuacion  es 

dF   ^         ,       (tF  ^         ,       dF  ^ 


dof 


debe  ser  vertical,  se  tendra 


dF 
dz 


=:0, 


La  eliminacion  de  ;;  entre  esta  ecuacion  i  la  de  la  superficie  nos 
darà  una  ecuacion 
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que  represenlarà  la  traza  ABCD  {^fig-  60)  sobre  el  piano  YOX  del 
ciliadro  coDsiderado. 

Esto  entendido,  si  se  supone  que  este  contorno  ÂBCD  no  sea 
cncontrado  mas  que  en  dos  puntos  m^  i  m  por  las  paralelas  al  eje 
de  las  ^;  Uamando  Vo,  Y  las  ordenadas  de  eslos  puntos,  x^^  X  las 
abscisas  OA',  OC  correspondientes  a  las  ordenadas  AA',  CC  en 
las  cualcs  se  termina  el  contorno  ABCD,  \  z^  Zx  las  ordenadas  rela- 
livas  à  la  rama  superior  é  inferior  de  la  superficie,  la  cual  se 
supone  que  no  sea  encontrada  por  una  recta  mas  que  en  dos  pun- 
tos; se  tendra,  aplicando  la  formula  (3),  para  el  volumen  total 
del  cuerpo, 

V=r  Çdx   Ç\z-z,)dy, 

siendo  j^o  ^  Y  las  dos  funciones  de  x  que  espresan  las  ordenadas 
de  la  traza  ABCD  sobre  el  piano  XOY. 

300.  Observacion  sobre  el  ôrden  de  las  integraciones.  —  En 
lugar  de  operar  como  hemos  hecho,  hubiéramos  podido  procéder 
en  ôrden  inverso,  integrando  primero  con  relacion  à  x  i  luego  con 
relacion  â^.Claro  es  que  se  obtendria  siempreel  mismo  volumen, 
pero  los  limites  de  la  integracion  serian  diversos.  Escribiriamos 

S-  \    dy  Ç  iz  —  z,)dx 

en  que  x'^  i  X'  serian  las  abscisas  de  los  puntos  Hq  i  n  del  contorno 
ABCD  correspondientes  â  la  ordenada^;  éj^j,  Y'^  las  ordenadas 
OB',  OD'  correspondientes  â  las  abscisas  BB',  DD'  en  que  se  ter- 
mina la  traza. 

Si  la  figura  ABCD  fuese  la  de  un  rectângulo  teniendo  los  lados 
paralelos  à  los  ejes  de  las  x  i  de  las^,  es  évidente  que  se  tendria 

x'^x,,        X'  =  X,        /i=7,        Y  =  Y, 

i,  por  consiguiente, 

de  lo  que  se  deduce  el  principio  ya  establecido  en  el  n®  288,  à 

a3 
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saber  :  que  el  ôrden  de  las  integraciones  es  indiferente  çuando 
los  limites^  relatwos  à  cada  integracion  son  independientes  de 
la  variable  à  que  se  rejiere  la  otra  integracion. 


EJercicios. 

1,  Encontrar  el  voliimen  comprendido  entre  el  piano  ^  —  o  i  las  super- 
ficies xy  —  az\{x  —  a)*  -+-(/  —  S)*  =  r^. 

Solucion  :  V  = • 

a 

^l.  Encontrar  el  voliimen  comprendido  entre  el  cilindro  j'î-i-ar*  — /'ar  =  o, 
el  piano  ^  =  o  i  la  esfera  ar*  -h y*  -\-z^  =z  r*. 

Solucion  :  V  —  :?  tt  /•' ir  r^. 

3  9 

'i.  Encontrar  el  voliimen  enlero  del  sôlido  limitado  por  la  superficie  cuya 
ecuacion  es  (x^-\-}'^-\-  z^)^  =  2ya^xyz, 

Solucion  :  V  =  -  a'. 

'À 

A.  Encontrar  el   volûmen  del  sôlido  engendrado  por  la  rotacion  de  la 
rurva  (/*  -h  r*)*  =  a*  (a:*  — /*)  al  rededor  del  eje  de  las  or. 


Solucion  :  V  = -7:1 1  (^  i  _i_  ./J  \  _  i.  1 


? 
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LECCION  XXXVI. 

CUADRATURA  DE  LAS  SUPERFICIES  CURVAS 
I  TEOREMAS  DE  GULDIN. 


301.  Cuadratura  de  las  superficies  de  una  figura  cualquiera. 
—  Se  Ilama  ârea  de  una  superficie  curva,  terrainada  por  un  con- 
torno  cualquiera  C,  el  limite  hàcia  el  cual  tiende  ei  àrea  de  una 
superficie  poliédrica  inscrita  i  compuesta  de  caras  planas  taies, 
que,  disminuvendo  todas  indefinidàmente,  tienden  à  scr  tangentes 
u  la  superficie  considerada.  Se  supone,  ademas,  que  el  contorno 
en  que  termina  la  superficie  poliédrica  tenga  tambien  por  limite  el 
contorno  C  de  la  superficie  curva. 

Demostraremos  primeramente  la  existencia  de  este  limite. 

Referiremos  la  superficie  a  1res  ejes  rectangulares,  i  escogeremos 
el  piano  XOY  de  manera  que  no  sea  perpendicular  a  ninguno  de 
los  pianos  tangentes  à  la  superficie  tirados  por  los  puntos  situados 
sea  sobre  el  cortorno  C,  sea  en  el  interior  de  este  contorno;  se 
puede  siempre  procéder  asi,  descomponiendo,  en  caso  necesario, 
la  porcion  de  la  superficie  de  que  se  trata  en  varias  partes,  i  consi- 
derando  el  àrea  total  como  igual  a  la  suma  de  las  âreas  de  las 
partes. 

Esto  entendido,  tomemos  sobre  la  superficie  dos  puntos 
M  (a:,jK,  z)  i  M(x  -f-  ^x,y  +  A/,  z  +  A^). 

Scan  Pi  P'  {/ig»  6i  )  sus  proyecciones  sobre  el  piano  XOY.  Tra- 
cemos  el  reclângulo  PQP'Q' =  AicAj^,  cuyos  lados  son  paralelos 
à  OX  i  a  OY;  i  concibamos  un  prisma  indefinido,  leniendo  por 
base  este  rectângulo,  i  cuj^as  aristas  sean  perpendiculares  al  piano 
XOY.  Este  prisma  intercepta  sobre  la  superficie  dada  un  cuadri- 
làtero  curvilineo  MRM'R',  i  sobre  la  superficie  poliédrica  una  ârea 
G)  que,  si  no  es  plana,  sera  compuestas  de  partes  planas  a,  a',  a", . .  . 
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Ahora  bien,  puesto  que  ios  pianos  de  las  caras  que  se  conside- 
ran  tienden  à  confundirse  con  el  piano  tangente  à  la  superficie  en 
el  punto M;  si  0,  0',0",  . .  .  son  Ios  ângulos  formados  por  Ios  pianos 
de  Ios  elenientos  a,  a\  a",   . . .  con  el  piano  XOY  i  X.cs  ei  àngulo 


Fi  g.  6i. 


que  forma  con  este  mismo  piano  el  piano  tangente  en  M,  se  tendra 


cosO 

r  —  l 

COSA 


COSÔ' 

cosX 


=:  I  -h  a^ 


rosô* 
cosX 


=::  I  -h  a'', 


en  que  a,  a',  a',  .  .  .  representan  cantidades  que  se  anulan  al  mismo 
licmpo  que  ^x  î  à/y.  Pcro  el  rectângulo  PP  es  la  suma  de  las  pro- 
veccioncs  de  lodos  Ios  elementos  a,  a\  a'',  ...  ;  luego 


A^A^i=:  a  ces  6  -h  a'cos^'  -\-  a^'ccsô' 

=  acosX(i4-  a)  -f-  a'cosX  (i  -f-  a')4-a''cosX  (i  -ha'^) 

de  donde 

"^  ^  =  a  {i  -h  oi)  -h  a'  {i  -^  (t')  -h  a"  (i  -^  d")  -^  ... 


cosX 


=:a-hûr'H-a"4-  ...  -h  (aa -h  a'a'-H  a'^a^-i-  ...); 
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i,  como  a  4-  «'  4-  rt*  -4-  ...  =  w,  résulta 

f  -rzio-h  (aa-h«'a^-h«''a''4-  .  .  .  ). 

cosA 

Procediendo  de  la  misma  inanera  sobre  toda  la  estension  de  la 
superficie,  se  obtendrâ  un  cierto  numéro  de  ecuaciones  anâlogas  à 
la  précédente,  i  que  sumadas  mieraUro  àmiembro  daràn  la  îgualdad 

V ^=:  21w  -H2(«a-f-  a!  7.'  '\- a" rt."  -\-  . . .  ). 

j6Êà   COSA 

Luego 
1,'m  y  — ^^  =  lîm  2^0  -h  li'mS  («a  -h  a'x'  -f-  a' ^"  +..,)• 

JkÊà    COSA 

Ahora  bien,  sean  6,  b\  ll\  ...  las  proyecciones  de  los  elementos 
pianos  a,  a! ^  a",  . . .  sobre  el  piano  XOY;  se  tendra 


CL  —  —    -7  »  d  —  ■ —  >  Q,    —  77;  > 

cosô  cosO  cosô' 


••  •  J 


luego 


lim  2  (aa  +  a' a' H-  a" a'' 4-  . .  .  )  =  b'm  V  (^6  -^  -i-  6'-^+  ^" 

'  -"  \     cosô  cosô' 


a^ 


cesô 


^+  • 


4-  .  . .  )  —  o  ; 


Pero  lini  (t  4-  6- 4-  &"4-  .  .  .  )  es  igual  al  ârea  limitada  por  la 
proyeccion  del  contorno  C  sobre  el  piano  XOY;  i  las  cantidades 

Qt  fi!  a" 

T>  T-,>   -:>    .  .  .    son   infinîtaraente   pequenas,  por  consi- 

cosô     cosô'     cosô''  ^  ^  ^ 

guiente,  (n«  30) 

jLk\     cosô  cosô'  cosô" 

luego 

Iini2-w  =  bni>   >- :=r  /    /  ;-, 

^d     COSX  J  J      COSA 

lo  que  demuestra  que  ^co  tiene  un  limite  delerminado  i  que  es 
indcpendiente  de  la  ley  segun  la  cual  disminuyen  las  caras  de  la 
superficie  poliédrica  inscrita. 

Llamando  A  el  àrea  de  la  superficie  dada,  se  tiene,  por  défi- 
nicron, 

A  m  lim  2  <»>> 
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i,  por  consîguiente; 


// 


dx  dy 

cosX 


Sî  /?  i  y  son  las  derivadas  parciales  -^>  -^  sacadas  de  la  ecuacion 
de  la  superficie,  se  liene  (n®  184) 

COsX  =: 


V/l  -H/?'  4-^*' 


I  iiego 


A  —   /   /  \J\  -\r  p'  -i-q^  dx  dy^ 


tomada  entre  los  limilcs  convenientes. 

Snpongamos,  lo  que  es  sienipre  posible  realizarlo,  que  el  con- 
torno  de  la  proyeccion  del  ârea  A  sobre  el  piano  XOY  no  sea 
enconlrado  mas  que  en  dos  puntos  por  las  paralelas  al  eje  de  las 
r;  sean  j^O)  Y  las  ordenadas  de  este  contorno  que  corresponden  à 
la  abscisa  x,  1  :ro,  X  las  abscisas  correspondientes  â  las  ordenadas 
que  lîmitan  el  contorno.  Podrâ  escribirse 

(i)  A—  I   dx  I    v/i  -H/>*-H<7*fl(7'. 

Es  de  observarse  que  esta  formula  (i)  subsiste  aunquc  el  piano 
tangente  à  la  superficie  propuesta  fuese  en  algunos  puntos  del 
contorno  G perpendicularal  piano  XOY;  en  efecto,  esta  circuns- 
tancia  no  tendra  lugar  si  se  sustituye  al  contorno  C  otro  contorno 
C  infini tamente  prôximo ,  y  escogido  convenientemen te  ;  designemos 
entônces  por  A'  el  ârea  de  la  superficie  limitada  por  el  nuevo  con- 
torno, i  sean  x'^^  X',j^q,  Y' los  limites  correspondientes  de  la  inté- 
gral, se  tendra 


—  Ç  dx  f  sj 


I  -h  />■  4-  <7*  dy. 


Esta  igualdad  subsiste  cuando  el  contorno  C  varia  i  tiendehàcia 
el  limite  C.  Por  otra  parte  A'  tiehde  entônces  hàcia  el  limite  A,  i 
losvaloresa:'^,,X',^Q,  Y'tiendenrespectivamenteliâciaa:o,X,j>'ojY; 
se  obtiene  pues,  pasando  al  limite,  la  igualdad  (i).  Cua'quiera  que 
sea  el  érea  terminada  por  el  contorno  C,  se  puede  siempre  des- 
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componerla  en  partes  taies,  que  el  piano  tangente  à  la  superficie 
no  sea  perpendicularai  piano  XOY  sino  para  puntos  situados  sobre 
los  contornos  parciales;  résulta  de  ahi  que  la  formula  (i)  conviene 
à  todos  los  casos. 


302.  Ejemplo.  —  Encontrar  la  superficie  de  una  esfera  limi- 
iada  por  un  cilindro, 

Supondremos  una  esfera  cuyo  centro  esta  en  el  origen  O  {fig-  62) 
de  los  ejes  reçtangulares  ;  i  un  cilindro  recto  cuyabase,  situada  en 

Fig.  6a. 


.''  .      .rf"      ' 


K 


'  ; 


,  'i 


el  piano  XOY,  es  descrita  con  el  radio  OB  de  la  esfera  como  diâ- 
métro. 

LIamando  r  el  radio  de  la  esfera,  su  ecuacion  sera 

.r«  '\-  r«  -h  5»  =  r2 
i  la  del  cilindro 


r  -■ 


y  =  àzs/rx  —  x^. 


Aqui  se  liene 


ri 


.r 


\Jr^  —  y^  —  -a?" 


7  — 


—  V 


L 


\jr^  —  /*  —  x' 


Sustituyendo  estos  valores  en  la  formula  (i),  résulta 

y 


Kz=z  r   I    dx   I    — =^  r   I    i 


arc  sen 


En  este  caso  los  limites  son 


v//*»  — 


dx. 


X' 


y* 


t^ 


Xq  •=.  o, 


X  =  r,         7o  ^  —  ^rx  — 


x^^         Y  =:  +  sjrx  —  X-  ; 
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luego 


z=:2r  I    arc  sent/ — ' djc. 


Tntegrando  por  parles,  tendreraos 


/arcseni/ ^jc=r  jjarcseni  / /  j?e/ (  arcsen  t  / 1 


=:  X  arc  sen 


y  r-^x      *^    J    r-j-x 


Para  oblener  esla  ûhima  Intégral,  pongainos 

X  rz:  Z-,  dx  =25  dz^ 

lo  que  dà 
,     -    Cypcdx        (--    C  ^'^^  ''    r  f  j  rdz  \ 


I 


=z\/r  z  —  /•  arc  lang  y-^  =:  ^Tx  —  /•  arc  tang  i  /  -  ; 


uego 


/arc  sen  i  / dx  =  x  arc  sen  4  /  — ^^ v//*j?  -+-  r  arc  lane  4  /  -  : 
y   r-^-x                          y  r-i-x      ^  ^y    r' 


i,  por  ûltimo, 


=:  2  /'  Lr  arc  sen  i  /  — \frx 

l  y   r-hx      ^ 


303.  Cuadratura  de  las  superficies  de  revolucion.  —  El  àrea 
de  una  superficie  de  revolucion  se  obliene  por  una  sola  integracion. 

6ea  CMD  una  curva  plana  que,  por  su  revolucion  airededor  del 
eje  OX  siluado  en  su  piano,  engendra  la  superficie  cuya  ârea  se 
busca. 

Sea  CMM'D  {/ig*  63)  un  contorno  poligonal  inscrilo  en  esla 
curva.  Cada  uno  de  los  lados  MM' engendrarà  un  tronco  de  cono; 
inscribamos  en  cada  tronco  de  cono  una  superficie  poliédrica  for- 
mada  de  curvas  cuadrangulares,  de  manera  que  dos  lados  de  cada 
una  de  estas  caras  sean  dos  aristas  infinitamcnle  cerca  del  tronco 
de  cono  ;    tendremos  una  superficie  poliédrica  que  sera  inscrita  à 
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la  vez  en  la  superficie  de  revolucion  propuesta  i  en  la  superficie 
compuesta  de  los  Ironcos  de  cono  inscrites.  Résulta  de  ahi  que  la 


Fig.  63. 


superficie  pcdida  A  es  igual  al  limite  de  la  suma  de  las  superficies 
de  los  troncos  de  cono. 

Esto  enlendido,  sean  M  (^,^')  i  M'(x  4-  A;r,^4-  Aj')  dos  vér- 
tices  consecutivos  del  contorno  poligonal. 

La  superficie  engendrada  por  la  revolucion  de  MM'  tiene  por 
medida 


i  MM'  (27:  PM  -h  27r  PM)  =  tcMM'  (PM  -i-  P'M) 

=  ic  (2/  -h  Aj)  v/Aj?*  h-  A/*-=  t:  (2  j  h-  A/)  A.r  4/ 
pero 


i-h 


"Ar« 

•'  m 


/         Av*  / 

lim  (27  4-  A/)  y/  I  -+-  ^  =:  2  J  y/ 


i-H 


dy' . 


dx 


.î^ 


luego 


(2J+A7) 


s/ 


1  -f- 


Ay' 
A^* 


-27y/ 


I  -i- 


dx- 


siendo  a  una  cantidad  variable  que  se  anula  a]  mismo  tiempo  que 
\x\  por  consiguiente,  se  tendra 


7c(2.7  +  A7)AxY/iH-^  =  ^^27y/i  +  -iJ-+-a^Aj7; 
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liiego  podrâ  escribirse 


Pero  lim  2  "a  Ax  =ï  o  ;  enl6nccs 


A  =  li'm  ^  ai^^  i  / 


£^"V 


1  4- 


Desîgnando  por  s  un   arco  de  la  curva  cootado  à  partir  de  un 
punto  fijo,  se  tieno 


rf.,=rfary/.+g:; 


i,  por  consiguiente, 


•*  a 


dS' 


304.  Ejemplo.  —  Encontrar  la  superficie  del  elipsoide  de  re- 
volucion, 

Snpongamos  que  la  elipse  OAB  {fig>  64  )  gire  al  rededor  de 

Fig.  fi',. 


uno  de  sus  ejes  OA,  i  determinemos  la  superficie  engendrada  por 
la  revolucion  del  arco  BM  que  empleza  en  el  estremo  B  del  otro 
eje. 

La  ecuacion  de  la  elipse  es 
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de  donde 

dy  __  ^  bj^  I  dy^  _    \!a>y^  -^  ô*.r" 

^dx  a^y  '  y  dx'^  a} y  ' 

reeniplazando  a^y'^  por  su  iguai  a^  b^  —  b^x^j  résulta 


^/^ 


~dy-  __b\/a^—(a'-  —  b')x'' 
''^dx--  a- y  '  ^^ 

Supongamos  a  >»  f^,  es  decîr,  que  la  elipse  gire  al  rededor  dcl         ^  '"  o<.) 


cje  niayor.  Pongamos  />^    /  V'''  •  '^' 

(?  -  s/a'  —  b^—ae, 
résulta 


/         ^(>*  _   ^ V^^*  —  a*e* j"*  __  6 y/a*  —  c* x- 
y  dx^  a*  y  ay 

Sustituyamos  este  valor  en  la  formula 


A^ary'.yrf^y/n-g, 


i  se  halla 


pero  se  tiene 

^J7i/-r-  — J?-=iz  -i/-7  —  ^r-H rarcsen h  C 

y  e'  2  y  <?*  2  e"  a 

luego 

Si  se  hace  en  esta  expreslon  ar  =  a  1  se  toma  el  doble  del  resultado, 
se  oblîene,  para  la  superficie  total  del  elipsoide, 


2  71 1>*  H arc  sen  e. 

e 


Si  e  =  o,  el  elipsoide  se  reduce   â  una  esfera,  i  observando  que 

arc  sen  p 
lim _  =  I  j  para  c  =:  o,  se  encuentra 

para  la  superficie  de  la  esfera. 
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30S.  Teoremas  de  Guldin.  —  L  El  drea  de  una  superficie  de 
revolucion  es  igual  à  la  circunferencia  que  describe  el  centro 
de  gravedad  del  arco  meridiano  por  la  rectificacion  delniismo 
meridiano. 

Sea  A  (Jig.  65)  el  ârea  de  la  superficie  engendrada  por  la  révolu- 
cion  del  arco  AB  piano,  girando  al  rededor  del  eje  OX  ;  Uamaremos 

Fig.  65. 


y^  la  ordenada  GH  del  centro  de  gravedad  del  arco  AB  =  5,  com- 
prehdido  entre  las  ordenadas  AP  i  BQ  correspondientes  â  las 
abscisas  x=^  Xq  \  :r  ==  X. 

Se  demuestra  en  niecanica,  por  la  teoria  de  los  momenlos,  que 

se  tiene 


sy 


1  "  /  y(^S' 


Pero  sabemos  que  la  superfice  A  tiene  por  espresion 

A  :=:2w  /    yds\ 


Xo 


luego 


A=z2TzyiS, 


lo  que  demuestra  el  teorema. 

11.  El  volûmen  engendrado  por  un  drea  plana  girando  al 
rededor  de  un  eje  situado  en  su  piano  es  igual  al  producto  de 
esta  drea  por  la  circunferencia  descrita  por  su  centro  de 
gravedad. 
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Sea  V  {Jig*  66)  el  volûmen  engendrado  por  la  superficie  plana 
ABDC,  comprendida  entre  las  curvas  A.B  i  CD,  cuyas  ordenadas 
son  y^  y\  i  las  paralelas  AP  i  BQ  al  eje  de  las  y  correspondientes 
â  las  abscisas  OP  =  j^o  i  OQ  =  ^-  Llainemos  F  el  ârea  ABDC  é  Vi 


ri?.  66. 


Y 

\ 

} 

Py^ 

/ 

6 

^ 

"D 

0 

\ 

>        \ 

\              ( 

\ 

K 

la  ordenada  GH  de  su  centro  de  gravedad  G.  Se  demuestra  en 
niecânica,  por  la  leoria  de  los  momentos,  que  se  tienc  la  ecuacion 


dx 


Pero  sabemos,  por  olra  parle,  que  el  volûmen  V  liene  por  espresion 


lu  ego 


V  =  :i7r/^  F, 
lo  que  demuestra  el  principio  enunclado. 


lyercicios. 


1.  Ëncontrar  el  ûrea  A  de  la  parte  de  la  superficie 

^*  -+-  (a?cosa-f-^sena)* —  a'  =  o 
que  esta  comprendida  en  el  ângulo  triedro  de  las  coordenadas  positivas. 
Solucion  : 


A  = 


71  a^ 


senacosa 


•T  , 


r^  .-.''•■ 


j 

\ 
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2.  Enconlrar  cl  ârca  A  de  la  superficie  engendrada  por  la  revolucîon  de 

la  curva 

*.    -*'  '  - 

y  =  azr.al- 

al  rededor  del  eje  de  las  x  entre  los  limites  x  =z  a  i  x  =^  ae, 
So  lue  ion  : 

[/ /-         ï  -^  ^'^'     1 
I  -I-  V  I  -T-  c^  —  Vil ,-  I  • 

^  '^       i-+-/i-+-e»J 

3.  Kncontrar  el  érea  A  de  la  superficie  engendrada  por  la  cicloide  girando 
al  rededor  de  su  base. 


Solucion  : 


d  -    r'  '•  • 
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306.  Diierenciacion  de  una  intégral  definida  con  relacion  à  sus 

■ 

limites!  —  Una  intégral  definida 


/{x)cla;=:F(\)^F{xo), 


en  la  cual  los  limiles  :ro  i  X  son  considcrados  como  variables,  es 
una  funcion  de  estos  limites,  i  nos  proponemos  diferenciar  con 
relacion  a  uno  û  otro  de  estos  limiles,  sin  necesidad  de  efectuar  la 


mtegracion. 


Se  tiene  evidentementc 


fhi      dF{\) 


d\ 


d\ 


-> 


du 
d^Q 


dF(.r,) 


djc 


Pero 


lu  ego 


^F(-\) 
d\ 


dF(.r) 
dx 


/(X), 


=/(^).  ^'' 


rfF(^„) 


r.     ^  .'• 


dxçs 


/(•^o); 


•        • 


I,  por  consiguientC; 


^=/(X), 


du 
djcti 


=:-/(^o). 


Estas  dos  ùltimas  ecuaciones  resuelven  el  problema. 
Si  se  considéra  à  u  como  una  funcion  de  las  ûnicas  variables  X 
i  oTo,  podemos  escribir 

,        du   ^.        du    , 
du  r=i --- d\. -\-  -i —  dx^  ; 
d\.  dx^ 


!• 


368  SEGt'N'DA    PARTE.    —    LECCION    XXXVII. 

sustilujendo  en  lugar  de  -^  i  de  -3—  los  valores  anieriores,  résulta 

du  ^=z/{X)  d\  — /(^o)  ^0' 

Esta  formula  es  gênerai,  ya  sean  X  i  Xq  variables  independienles, 
va  sean  funciones  d^  una  6  mas  variables. 

m/ 

307.  Diferenciacion  de  una  intégral  definidacon  relacion  à  un 
paramètre  cualquiera.  —  Supongamos  que  se  tenga  la  intégral 


en  la  que  a  représenta  un  paràmclro  variable.  Nos  proponemos 
hallar  la  derîvada  de  //  con  relacion  à  a. 

Si  los  limites  Xq  i  X  son  independientes  de  a,  se  tendra,  dando 
a  a  un  încremcnto  Aa, 

Aw  =r   /    /(jT,  a -H  Aa)é/j7—    I    f{x^^)dx 


m  • 


por  consiguiente, 

Âî-J     ~  A* 

•-   Xo 

i  pasando  al  limite,  résulta,  para  A2  =  o, 


io  que  nos  dîce  que  para  hallar  la  derivada  de  u  con  relacion 
d  a,   ba^ta  derivar   la  funcion  /{x,a)  bajo  el  signof.  Esta 
conclusion  supone,  bien  entendido,   que  la  funcion /(t,  a)  per- 
manece  continua  entre  los  limites  de  la  integracion.    - 
Cuando  x©  i  X  dependen  de  a,  se  tiene 

.         du   _.       du    .  du  , 

du  rzz  —  -  d\  -+-  -7~  dxQ  -h  -7-  doL. 
d\  dxQ  d% 
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SCk) 


Pero 
^=/(X,a), 


du 
dxt. 


'/(*^o,  a), 


du_    r^df{œ,^) 


dT. 


—  dx^ 


luego 


du  =/{X,  a)  dX  —f(Xoy  a)  dx^^  -h  doL  j 


df(,T,a) 
dx 


dx. 


308.  Demostracion  geométrica.  ~  Se  puede  llegar  al  mismo 
resullado  considerando  à  la  intégral  definida  como  representando 
el  érea  de  una  curva. 

Sean  CD  i  CD'  (Jig.  67)  las  curvas  cuyas  ecuaciones,  en  coor- 
denadas  reclangulares,  son 

y  '=/{x,  a),        y  -/(^,  a  4-  Aa). 
Llamando  u  el  area  comprendida  entre  la  curva  CD,  el  eje  de  las  x 

Fig.  67. 


i  las  ordenadas  CA  i  DB  correspondientes  à  las  abscisas  OA 
i  OB  =  X,  i  si  AA'=  A^o  i  BB'=  AX,  se  tendra 

A«  rr  àrea  BDHB'—  âreaACG.V  4-  ârea  GC'D'H, 

de  donde 

A//       AreaRDHR'AY       âren ACrT\' Ar»   ,    J^rearxC'TVH 
^'^      Aâ~~  ÂX  Âï  ^Xq  Aa    "^  Ax 


==  X, 


Ahora  bien,  se  tiene 

..     àreaBDHB'       _..,     , 
lim -^ ^/(X,  a), 


,.     âreaACG.V        .,         , 
hm : =z/{x9j  a) 


^Xt 


^'1 
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Por  otra  parte 

y^X4-Ax  >^x-4-Ax 

âreaGC'D'H=   /  /(or,  a-+- Aa)^a?  —   /  f{x,^)dx 

:+Ax 


de  donde 

»x+Ax 


=  /  [/(J?,  a  +  Aa)— /(J?,  a)]ûfj:-, 


aro+AjTo 


,,     âreaGC'Dfl        C^dfi.r.  a)  ^ 

Jim ; =     I        — ; ûte. 

Aa  J  a% 

*^Xo 


Porconsîguiente,  podemos  escribir,  ea  virtud  de  laecuacion  (1), 
Am       ,,^     ,r/X       ,,         .  e/^o        r^df(.T.oi) 

Xù 


6  bien 

du=/{XyOL)dX —/{œfi,oL)dxQ'hdoL  1     -^ — dx. 

^Xo 

309.  Diferenciacion  de  nna  intégral  indefinida  con  relacion  à 
un  paràmetro  variable.  —  Una  intégral  indefinida 

u=z  I /{x,a)dx, 

en  la  que  a  représenta  un  paràmetro  variable,  puede  ponerse  bajo 
la  forma 


u=  jf{x, 


a)  dx  -H  C, 


siendo  C  un  valor  arbitrario  independiente  de  x.  Diferenciemos 
con  relacion  à  a,  suponiendo  que  x  sea  independiente  de  a  :  ten- 
dremos 


du_  r 


""dfix.  ol)    .        dC 
'  dx  ' 


da  dx 


dC 
Pero,  como  --r^  es  un  valor  arbitrario  independiente  de  a?,  el  segundo 

miembro  es  la  intégral  indefinida  de  la  diferencial       ^  ' —  dx  ;  es 
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decir,  que  podrà  escribîrse 


doL 


dx. 


Asi  para  diferenciar  una  intégral  indefinida  con  relacion  à 
un  paramétra  variable,  basta  diferenciar  con  relacion  à  este 
pardmetro  lafuncion  colocada  bajo  et  signof. 

310.  Ejkmplos.  —  I.  Encontrar  una  curça  OB  (Jig.  68)  tal, 
que  el  drea  OMP  comprendida  entre  la  curça,  el  eje  de  las 
X  i  una  ordenada  cualquiera  MP  tenga  una  relacion  constante 

Fig.  68. 


con  el  rectdngulo  OAMP  construido  sobre  dicha  ordenada  i  la 
abscisa, 

Supongamos  que  yz=f{x)  sea  la  ordenada  de  la  curva  corres- 

pondiente  à  la  abscisa  x\  entônces   /    f(^x)dx  espresa  el  àrea 

comprendida  entre  la  curva,  el  eje  de  las  x  i  la  ordenada/(X); 
luego,  para  Uenar  las  condiciones  del  problema,  debemos  tener 


en  que  n  es  una  constante. 

Esta  condicion  debe  verificarse  para  todos  los  valores  de  X. 
Diferenciando  con  relacion  à  X,  se  obtiene 


de  donde 


/(X)_-— +  — ^p-, 


X/'(X)  =  («-I)/(X), 
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I 

lategrando,  résulta 

l/(X)r=(/i~i)lX-+-consl., 
luego 

/(X)  =  AX»->; 

i,  poniendo  x  en  Ingar  de  X,  se  licnc 

que  es  la  ecuacion  de  la  curva  pedida. 
II.  Encontrar  la  forma  def{x)  de  mariera  que  la  intégral 


■■/: 


sea  independiente  de  a. 

Pongamos  x  =^oiZ]  résulta  (n**  212) 


r 


Pueslo  que  u  debe  ser  independiente  de  a,  su  derivada  con  relacion 
a  debe  ser  nula;  luego,  se  tendra 

dz  r=  o, 


6  bien, 


/ .  '• 


\J  i  —  z 


du       r'^f{x)-^ixf'{x)  , 

-j-  :i=    /      '  ax  •=  o. 

"*       J  2av/a  — J7 


Para  que  esta  espresion  se  anule  cualquiera  que  sea  a,  es  nece- 
sario  que/(:r)  -|-  2.xf{x)  seaidénlicamenle  igual  a  cero;  porque. 
de  lo  contrario,  podn'amos  liallar  para  x  un  cierto  valor  a  tal, 
que,  haciendo  crecer  à  x  desdc  cero  hasta  este  valor,  la  espresion 
f{x)  -h  '^xf'{x)  conserve  en  este  intérvalo  el  niîsmo  signo;  i^  por 
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consiguienle,  la  intégral 

2a\/a  —  X 
no  podria  ser  cero;  luego  debe  tenerse 


f. 


de  donde 


integrando,  résulta 


de  donde 


J\X)  2X' 

lf(x)  ^=:  — \\x  -+•  consL, 


\Jx 


H 


a 


Esta  es  la  solucion  de  un  problema  de  mecânica  que  suele  enun- 
ciarse  asi  :  encontrar  la  curva  sobre  la  cual  un  piinto  pesado 
debe  estar  siijeto  a  moverse  para  que  el  tiempo  empleado  en  su 
caida  desde  un  punto  cualquiera  de  la  cur\?a  hasta  el  punto 
mas  bajo  de  ella  sea  siempre  el  mismo.y 

311.  Integracion  bajo  el  signe/.  —  Nos  proponemos  inte- 
grar  la  espresion 


j  /(XyCL)dX. 


con  relacion  al  paràmetro  variable  a  entre  los  limites  ao  i  ai . 

Supondremos  que  los  limites  ^Tq  i  X  son  independientes  de  a; 
en  este  caso  se  tiene  (n®  288) 

û?a   /    /{x,0L)dx  ^=   I    dx  I     f{x,^)d%. 

Esta  ecuacion  nos  dice  que,  para  integrar  entre  los  limites  «o 

i  x\  el  producto  de  la  intégral  1   /{Xj(x)dx  por^doL^   bas  ta 

multiplicar  bajo  el  signo  j  por  dx  é  integrar  en  se  guida  el 
producto  entre  los  limites  1x0  i  xi* 


X 
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312.  Aplicaciones.  —  La  diferenciacion  i  la  integracion  bajo  el 
signo  Ç  dan  un  procedimiento  de  càlculo  para  obtener  el  valor  de 
un  gran  numéro  de  intégrales  definidas.  Daremos  algunos  ejemplos. 

I.  Se  tlene  (n*'  257,  III),  suponiendo  a  >  o, 

I    ==  -  a   '  •    -      _    ^''   ' 

Diferenciando  n  veces  consecutivas  con  relacion  à  a,  résulta 

Jr*  1.2. 3... 71,    1.3. 5...  (an  —  i)w 

de  donde 

Jr"         é/.r         1.3.5... (an— i)      ic 
^    (a?» -h  a)"-^-*  ~    •     2.4.6...  an        ^^^  ' 

II.  Se  tiene  (n®  257,  IV),  suponiendo  a  >  o, 


î,  diferenciando  n  —  i  veces  con  relacion  à  a, 

I .  a .  3  . . .  (  n  —  i  ) 


'  « 


/ 


,00 
^-CLK  >pn-l  ^  -- 

0 


a« 


Si  se  supone  a  =  i ,  se  tendra 


00 

/    e'^a?"-*  rfa7  =  i.2.3...(n—  i) 


\ 


/         III.  Consideremos  la  intégral 


e-^*dx.   S 


Si  se  hace 

j?  =  a  ^,         é/j7  =  a  dtj 

siendo  a  una  constante,  résulta 


u=  f  e-***" a dty 
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i,  multiplicando  por  2e~^'d(xf  S^^  t^  A^»-    ^ ^^^^"^^   ^  i 


2  ue' 


Integremos  los  dos  miembros  de  esta  formula  con  relacion  à  a, 
entre  a  =  o  i  a  =  oo,  se  tendra  en  el  primer  miembro 


u  I    e~*"  dx=:2  a*. 


2 

0 


En  caanto  al  segundo  miembro,  la  integracion  relativamente  à 
a  puede  ser  ejecutada  bajo  el  signo  /  ;  ■;  como  la  intégral  indefinida 
de  la  diferencial 

rr-  -t-  const.,      ^'^  .  ô 

el  resultado  de  la  integracion  sera 

asi,  se  tiene 

,  TZ  \/tT 

2  a'  =  -  »  M  =r  2— -  • 

2  2 

Si  se  reemplaza  x  por  oo?,  dx  por  aeir;  se  deduce 


IV.  Consideremos  la  intégral 


u=  I    e-«' 


-^*^  cos  bxdx. 
0 

Diferenciândola  con  relacion  à  6,  résulta 


^  =  —   /    e-«  *  sen  6a?  a? 

=  (  — -  e-«**'  sen  6a:  I /   «-«•*'  cos  6a?  û?a» 
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ô  bien 

» 

r 

»   • 

du             b 
db           2  a*"' 

U             2a* 

de  don 

de 

iMizr  —  7— r6*  -H  COnsl., 

luego 

siendo  C  una  constante  arbitraria. 

Paradetermlnarestaconstanle,podemossuponer6  =  o,ent6nccs 
u  se  reduce  à 

luego 

2a 


m  • 


1,  por  consiguiente, 


lyereieios. 


1.  Demostrar  que 


f  *  c-«'''  x*"  dx  =  \/i  '-3.5  ..^(t^/i- 0  ^_t,„^„ 


2.  Demostrar  que 


f\-''-T'd^=\^e-^. 


À 


;L  Demostrar  que 


/^    sen  //i.r   , 
dx  =  r, 
seu^ 

"  0 


siendo  m  un  numéro  cnlero,  posilivo  é  impar. 
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INTEGRALES  EULERIANAS. 


313.  Definiciones  i  notaciones.  —  Se  da  el  nombre  de  mfe> 
grales  eulerianas  à  las  dos  intégrales  defînidas 

que  han  sido  estudîadas  la  primera  vez  por  Euler  i  que  han  formado 
despues  el  objelo  de  las  investigaciones  de  un  gran  numéro  de 
geômelras. 

La  primera  intégral  dépende  de  los  parâmetros/?  i  ^,  i  se  repré- 
senta por  el  sirobolo  B(/?,  q);  la  segunda  intégral  dépende  solo 
del  paràmetro  p  i  se  représenta  por  r(/^).  Se  tendra,  por  consi- 
guiente, 


(i) 


B  {p,  rj)  =  f  xP-^  (i  —  a;)^-*  dx, 


(9.)  r  (/?)=:  f  e-'xP"^dx, 

Las  funciones  B  (/?,  <?)  se  Haman  intégrales  eulerianas  de 
primera  especie,  i  las  funciones  F  (/?)  intégrales  eulerianas  de 
segunda  especie.  Se  supone  que  en  estas  funciones  los  parâmetros 
p  i  q  son  positivos,  porque,  si  fuesen  negativos,  las  intégrales  con- 
sideradas  tendrian  valores  infinitos. 

314.  Propiedades  de  la  intégral  de  primera  especie.  —  L  La 
intégral  de  primera  especie  es  una  funcion  simétrica  de  p 
ideq. 
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En  efecto,  si  se  pone  x  =  i  — y^  résulta 

luego,  se  tiene 

IL   La  intégral  de  primera  especie  puede  afectar   otras 
formai. 

PoDgamos 

y  ^  j  dv 

X-=.—^ i  1—07= -I  dx=z- =^--T> 

en  la  formula  (i)  del  n®313;  la  intégral  relativa  à j^  deberà  ser 
tomada  entre  los  limites  o  é  oo;  se  tendra  pues,  volviendo  â  poner 
X  en  lugar  de^, 

ô  tambien 

si  en  la  segunda  intégral  se  reemplaza  x  por  -,  dx  por  — ;^>  los 

limites  que  eran  i  éoo  seràn  sustituidos  por  i  i  o;  i  se  podrân  in- 
vertir, cambiando  el  signo  de  la  intégral;  luego  se  tendra 


B(p,  7)=  /    dx-\-  I    ■— 


^^"*  dx 


xy-^1 
6  bien 


(4)  B(p,Q)=  r  '^^     "^^^     dlr. 

Se  obtiene  otra  forma,  poniendo 

X  =  sen*  Ô,  . 

lo  que  da  /         t    - ,      • 


.'.  < 


(5)  B  {p,  g)  r=j/  *(sene )«'»-»  (cosO)»^-*  c/0. 
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III.   Se  puede  disminuir  de  una  unidad  cada  uno  de  los 
esponentes  p  i  q» 

En  efecto,  integrando  por  partes,  se  tiene 
liiego,  tomando  por  limites  o  i  i , 


dx 


de  donde 

B(/?+i,^)=  --^B(/?,^). 

Del  mismo  modo,  se  encuentra 

B(/>,^  +  i)  =  ^^B(/>,^). 

315.  Relaciones  entre  las  intégrales  de  primera  i  de  segunda 

especie.  —  La  intégral  B  (/?,  q)  puede  espresarse  por  medio  de  dos 
intégrales  de  segunda  especie.  En  efecto,  cambiemos,  en  la  for- 
mula (2)  del  n°  313,  x  en  ixx\  siendo  a  >  o,  résulta 

(i)  r{p)  =  xP  f  e-^'x'P-^  dx'y 

de  donde 

00 

^^-^  I    e-^'x'P-'dx'. 
^P      V(p)J^ 


De  esta  formula  se  deduce,  poniendo  i  -}-  ^  en  lugar  de  a,  i  /> 
en  lugar  de/>, 

1 =iz l jc-(i-hx)xi  a^'p+q-i  dx'  ; 

luego  la  formula  (3)  del  n**  314  puede  escribirse  asf  : 
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Es  pemiitido  invertir  el  ôrden  de  las  integraciones  i  escribir 
B(p,q)  =  — -^ f  e-*' jt'^-*  dx'x'P  f  e-*'*  xp-^  dx  ; 


0 

■30 


_V(p)T(q^ 


"uP^  (a  —  n)^-^  du  _  r(p)r(q)  ^ 


pero,  por  la  formula  (i),  x'p  j    e~^'^xP~*dx  es  iguai  a  r(/?); 
luego 

r(n)      r* 

6        p/ 

lo  que  es  el  resultado  anunciado. 

316.  CoQsecuencia  de  la  relacion  anterior.  —  Si  en  el  primer 
niiembro  de  la  ecuacion  precedenle  se  pone  a:  =  ->  se  tendra 

X 

de  donde 

317.  Propiedades  de  la  intégral  de  segunda  especie.  —  l,  La 

intégral  r{p)  puede  reducirse  à  r(p  —  i  ). 
En  efecto,  integrando  por  partes,  se  tiene 

/  xP-^  e-^  dx  z=  —  xP-^  e-'  --«-(/>—  0  /  « 

En  la  hipotesis  de  /?  }>  i ,  xP~^^  e~^  se  anula,  para  ^  =r  o  i  para 
x=:X)]  por  consiguiente,  integrando  entre  los  limites  o  é  oc,  se 
halla 

/   e-^ xP-^  dx  —  {p  —  \)  I   e-^ xP"^  dx^ 
es  decir, 

(0  r(/>)^(/7-i)r(/?-i), 

lo  que  espresa  la  propiedad  enunciada. 


e-x  ^p-t  dx. 
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De  esta  eciiacion  se  deduce  inmedialamente,  represenlando  por 
m  un  nûmeFO  entero  inferior  a/?, 

(2)  r(/>)  =  (p- !)(/?- 2)...  (p^m)T(p-^m). 

Esta  formula  (2)  permite  reducir  el  càlculo  de  F  relative  â  un 
valor  cualquiera  posllîvo  del  argumento  /?,  al  caso  eu  que  este 
argumento  esté  comprendido  entre  o  i  i . 

Si/>  es  un  numéro  entero,  i  que  se  hace  m^=  p  —  i  en  la  ecua- 
cion  (2),  se  halla 

r(/>)^i.2...(p-i)r(i); 

pero,  como  la  intégral  fe~^dx  =  —  e"^  -}-  const.,  se  tendra 


X 


ô 

1  uego 

(3)  r(/?)  =  1 .2.3  . . .  (/>  —  I  ). 

II.  La  intégral  F  (p)  puede  a/ectar  otras  formas,  Cambiando 
de  variable  se  puede  cambiar  a  voluntad  la  forma  de  esta  intégral. 
Pongamos,  por  ejeniplo,  x  =y^^  se  halla 

Haciendo  en  esta  formula  /?  =  !>  l'^sulla  (n"  312,  III), 


(5)  r(i)  =  2 


/     e^y  dy  1=  sJtz, 


Pongamos  tambien  <?~-^=:y;  se  tendra   ;  -^    <jCn   r   ^'"*  ^      ^ 

x  =z  i  -y         ax  =. 5 

7  y 

de  donde 


I 


luego 

r.l 


(6) 


'■""=/  'G)  *• 
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III.  El  producto  V{p)  V{\  — p)  es  igual  a Si  en  la 

formula  (2)  del  n®  315,  se  hace  (7  =:  i  — p^  suponiendo  que/»  esta 
comprendido  entre  o  i  i ,  resullarâ,  à  causa  de  r(  i  )  =  i, 

r(/>)r(i-/>)  =  B(/7,i-/>), 

i,  à  causa  de  la  formula  (3)  del  n°  314,  se  halla 


(7)  r(p)r{i-p)^f  ^ 


X 


Para  calcular  ahora  esta  intégral,  descompongamos  en  fracciones 
simples  la  fraccion  racional 


1  H- -s*»' 


siendo  m\n  dos  numéros  enteros  positivos  i  taies  que  m  •<  n. 
Sabemos  (n*^  130)  que  las  raices  de  la  ecuacion 

^*»  -h  i  =  o, 

estàn  dadas  por  la  espreslon 

(2A:-+-i)r^   , (2A:H-i)ir 

z  =  ces  ^ ±  i/  —  I  sen , 

2  n  *  2/1 

atribuyendo  à  k  los  valores  o,  i ,  2,  . . . ,  (ai  —  i).  Si  se  hace 

(2A--4-  Otc 

^  2/1 

estas  raices  estarân  representadas  por  la  formula 

en  la  cual  deberân  darse  à  k  los  mencionados  valores.  El  numera- 

A 

dor  A  de  una  funcion  simple tiene  por  espresion,  en  el  caso 

oc  ^~"  CL 

que  consideramos  (n**  217), 

2 /la*""*       2  a*'*  ' 

puesto  que  a*"  =  —  i . 
Tomando  sucesivamente  para  a  dos  raices  conjugadas  e**^*^"', 
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^-9avï^  i  llamando  T^  la  suma  de  las  fracciones  simples  correspon- 
dientes,  se  tendra 

—  (z  —  costp/..)  cos(2m  -f-  i)©;^.  H-  sen©;t  sen(2m  -+-  i)©;^. 


(z  —  coscpjt)' -*- sen'f^t 

SiseintegraIadifereiicialTA^^eiitreloslimites^=  —  Zij5=  4-Z, 
résulta  (n«  224,  III) 


jC 


Tjtdz  =  —  i-cos(2m-h  i)9;tl;-^^ ■^^ r^ 

*        ^  ^^*    (Z-i-cos<p^)--+-sen'<p;t 


r  z  —  COS©/.  ZH-COS©jt."| 

sen(am+.)y,|^arctang     3^^^/   +  arc  tan  g     ^^^J\; 


hagamos  tender  à  Z  hàcia  iiifinito,  el  logaritmo  de  la  formula  pré- 
cédente se  anularà  en  el  limite,  i  los  dos  areos  de  circulo  se  redu- 

cen  cada  uno  à  -,  porque,  siendo  ç^  <C  tc,  sen  ç^  es  positivo.  Se 

tiene,  pues, 


/" 


T;td'z  =  7rsen(2/nH-  i)<f/i, 


i,  si  se  hace, 


9.m  -4-  T 

a  = ir. 

2/t 


se  tendra 

(2mH-i)çp^  =  (2A:  +  i)a,  /     Tjfct/^  =  11  sen(2A' -f-  i)a. 

Ahora  bien,  se  tiene 


71  s"» 


l-f--5*'» 


luego 

T-dla=z:  Tufsenot-h  sen3a+  ...  +  sen(2/i  —  i)a]. 

Si  se  multiplica  i  divide  el  segundo  miembro  por  2  sen  a,  se 
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obtieDe 

1      — ^—7-  dzzzi [2  sen'a-h  2  senSasenaH-  ...  -4-  2sen(2n —  i)asenx] 

/       i-h^*'*  asena*-  ^  ^  ■" 


— « 

7C 


I 


2sena 


(i  —  cos2a)  -h  (cos2a  —  cos4a)  -h  ...  -h  [cos(2w  —  2)a  —  cos2waj  j 


(1  —  cos2/ia). 


2sena 

Pero  I  —  cos2na  =  2,  â causa  de  2 n a  =  (2/n-r  i)x.  Asise  tîene, 
poniendo  por  a  su  valor, 

(8)  ' -dz^ 


sen 


(^^') 


La  intégral  cuyo  valor  acabamos  de  hallar  es  la  suma  de  las  dos 
intégrales 


— »  *^   0 


i  estas  son  iguales  entre  si,  porque  los  elementos  son  iguales  cada 
uno  à  cada  uno.  Se  puede,  pues,  en  nuestra  formula,  hacer  empezar 
la  integracion  por  cero,  con  lai  que  se  doble  la  intégral.  Asi  se  tîene 


'^^o.nz'"' 


1  4-  ^*'*  /  2  A/l  -h  I 

sen  I -rt 

V      2/1 

Quedando  ahora  la  variable  z  positiva,  hagamos  la  sustitucion 

z  •=.  xrn ,         2  naz  •=:  xtn     do:, 

i  pongamos 

2/n  4-  I 

la  formula  précédente  se  transformarâ  en 

r^xP-^  dx  _       7r 
^'^  J       i-^x         seujyTT 

Esta  formula  (y)  ha  sido  establecida  en  la  hipôtesis  de  que  el 
numéro  p,  comprendido  entre  o  i  i ,  afecla  la  forma j  siendo 

'^^  *  2/i 
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min  numéros  enleros.  Pero  los  dos  mîembros  de  esta  formula  son 
evidentemente  funciones  continuas  dep,  de  lo  que  se  deduce  que 
se  verifica  para  todos  los  valores  de  p  comprendidos  entre  o  i  i , 
porque  se  puedc  formar  una  série  indefinida  de  fracciones  racio- 

nales  teniendo  la  forma i  que  tiendan  hàcia  un  limite  igual  àp . 

Esto  entendido,  pongamos  en  la  formula  (7)  el  valor  de  la  inté- 
gral dado  por  la  formula  (9)  i  se  tendra 

(10)  ro>)r(i -/.)=:     ^ 


sen/>7r 


i^.  ,    .  (r  ' 


lo  que  espresa  la  propiedad  que  se  queria  demostrar.    ^ 

318.  Aplicacion  de  la  teoria  de  las  intégrales  enlerianas  para 
la  determinacion  de  algunas  intégrales  definidas.  —  Muchas  inté- 
grales definidas  se  pueden  espresar  en  términos  de  la  funcion  F. 
Daremos  algunos  ejemplos.  T"^^  ^  )   .     ^4 

I.  Sea  la  intégral  _^  . 

Poniendo  à^x^  ==^>  résulta 

valor  que  ya  habiamos  obtenido  por  otra  via  en  el  n^  312  (  IH  )  • 

II.  Sea  la  intégral  /  ^        f         ' 

Pongamos 


X              y 
j 


a? -H  a       1  -+-  a 
se  obtiene 


T(p)V(n^ 


^(P^^Jr      ' 


>■      f 


d  • 


/    r 


^  i. 


■T> .'. 
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111.  Pongainos  x^  =^y^^  la  inlegral 

0 

se  obliene 

Ç  xP"^  i,\  —  j^)^-^ dx  —  ^-  f  y^~^ {i  —  y)''-^  dy 

,r(£^„) 


IV.  Sea  la  inlegral 


/    xP-^  (a—  x)''-^dx. 


Pongamos  x  =  ay^  se  obtiene 


»tl  r»l 


f  xP-^{a  —  x)'f-^dxz=iaP-*-''-^   (   j''"*  (  «  —  j)^~*  ^/ 


0  % 


r(/>-t-7) 


^319.  Intégrales  multiples  que  se  espresan  por  medio  de  las 
funciones  F.  —  Consideremos  la  inlegral  mûlliple 

fil"  xP-^  y^-^  z""-^  ...  (a  —  a?— /--^...  y-^dxdydz  . . ., 

eslendida  à  lodos  los  valores  posilivosde^,jK)  5.  .  .,  que  salisfacen 
a  la  condieion 

x-hy  -+■  z-h  . . .  ^a, 

i  siendo  p^q^r^  . .  .,  5  numéros  posilivos.  Vamos  a  demoslrar  que 
se  liene 

I   I  I  . .,  ^/'-ij^-»^'-»  ...(a  — a?  —  /  — 2...  y-^dxdydz  . . . 

r(p-+-<y  4-  ...  -\-s) 
Para  fijar  las  ideas,  supondi'emos  que  baya  s6lo  1res  variables,  î, 
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por  coDsiguiente,  que  se  trate  de  la  intégral  triple 

xP-^  dx  I       /7-»  dy  I  z^-^  (a  —  ^  —7  --«)"■»  dz. 

Pero  la  demostracion,  como  se  verâ,  es  estensible  a  un  numéro 
cualquiera  de  variables. 

Integremos  primeramente  con  relacion  â  .3,  i  se  tendra,  por  la 
formula  (i)deln«  316, 

Multipliquemos  por  j^""*  dy  é  integremos  con  relacion  é^,  entre 
los  limites jK  =  o  é^  =  a  —  x\  tendremos 

'        y^-'dy  l  zP-^  {a  —  X  ^ y  ^  zY'^  dz 

Por  ûltimo,  multipliquemos  por  xP"*  dx  é  integremos  con  rela- 
cion à  ^,  entre  ^  =  o  i  j:  =  a,  résulta 

( . )  A  =  ap^----^-^  r(/>)r(7)r(r)r(.o ^ 

Si  en  esta  formula  se  hace  5  =  i ,  a  =  i ,  se  tendra 

(2)  fffxP-^y^-^zr^idxdydz=Z^P^^^'^^^('^  , 

siendo  tomada  la  intégral  para  todoslos  valorespositivosde^,^,  5, 
que  satisfacen  â  la  condicion 

320.  Formula  de  DiricMet.  —  Supongamos  que  se  quiera  hallar 
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el  valor  de  la  Intégral  multiple 


B 


=r   C  Ç  C\,.\P-^y^^'^V-'  ...d^dt^dC,,., 


estendida  à  todos  los  valores  posibles  de  Ç,  y),  (>  •  •  •  P^^^  los  cuales 
se  tenga 

PoDgamos 


I         •    ■    •    ^-^    * 


â? 


=  ©••    -(!)'■    •=©' 


entônees  la  intégral  se  convierte  en 

con  la  condicion 

^-1-7-1-54-  . ..  ^  I. 
Luego 

(  I  )  15  =1 


Esta  es  la  formula  de  Dirichlet,  que  contiene  un  gran  numéro 
de  resultados  relativos  al  càlculo  de  los  volûmenes,  de  los  centros 
de  gravedad,  de  los  momentos  de  inercia,  etc. 

321.  Aplicaciones  de  la  formula  de  Dirichlet.  —  I.  La  formula 
de  Dirichlet  permite  obtener  el  volùmen  comprendido  entre  los 
pianos  coordenados  i  la  superficie 

Por  ejemploy  hacîendo  a  =  ^  =  ^  =  2fP  =  q  =  r=:i,ldi  inté- 
gral designada  por  B,  en  el  n^  320,  representarâ  el  volùmen  V  de 
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la  octava  parte  del  ellpsoide  cuyos  ejes  son  2a,  26,  2c.  Se  lendrà, 
pues, 


V=: 


abc  I     U/ J 

a-) 


«r 


Pero 
luego 

II.  Supongamos  que  se  quiera  determinar  las  coordenadas 
Xi^y\,z^  del  centro  de  gravedad  del  volumen  que  acabamos  de 
considerar.  Segun  los  princîpios  de  mecânica,  es  precîso  acudir  à 
la  formula 


VvT,  1=  /   /  /  x  dxdydzy 


i  se  tendra,  haciendo/?  =  2,  çr  =  r  =  1 , 


*""    8        r(3)      "    16   ' 


de  donde 


^1  =  g  «• 


De  la  misma  manera  se  encontraria^i  =  ^  6,  2,  =  ^  C. 


8^'  -1  —  8 


syerciclos. 


1.  Demostrar  la  relacion 


it 


senPerfÔ  =  ^ 
2 
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2.  Demostrar  la  relacion 


/ 


^  xP-^  (i  —  a:)9-i  dx  _  r(p)T(q) 


3.  Demostrar  la  formula 


X 


.Mî)]' 


sen»-*  6  dB         I  *  V  a  7  I         a»-* 


4.  Demostrar  la  relacion 

Ki)'-a)-K^)-<">"-*'"-*' 

siendo  n  un  numéro  entero  i  positivo. 
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INTEGRACION    DE  LAS  DIFERENCIALES  TOTALES. 


/, 


322.  Condiciones  de  integrabilidad  de  las  fanciones  de  dos 
variables.  —  Sea  una  espresion  diferencîal  de  la  forma 

M  rfx  +  N  dy, 

en  la  que  M  i  N  son  funciones  de  las  variables  independientes  x  é 
i! .  Para  que  esta  espresion  sea  la  diferencial  total  de  una  funcion 

de  las  dos  variables,  es  preciso  que  se  tenga 

dx         '         dy 

Pero,  segun  se  ha  visto  en  cl  n**  66,    ,         ==  ;  luego  se 

deberâ  tener 

dM      dN 

dy       dx 

323.  Estension  al  caso  de  très  6  mas  variables.  —  Considère- 
mos  una  espresion  diferencial  de  très  variables 

Mrf^4-Nûf/-hPé^^, 

en  la  que  M,  N,  P  represenlan  funciones  cualesquiera  à^x^y^z. 
Si  esta  espresion  es  la  diferencial  total  de  una  funcion  ;/,  se  tendra 

^^M  du^^  ffif^p^ 

dx  ^         dy         ^  dz         * 

Pero 

d}u  d^u  d}u  d^u  d^u  d^u 

dx  dy       dy  dx  dx  dz       dz  dx  dy  dz       dzdy' 
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luego,  para  que  la  funcion  propueslasea  la  diferencial  total  de  una 
fiincion  de  x^y^  Zj  es  neccsario  quesatisfaga  à  las  condiciones 

cm_dN  dMdP  dN_dP 

dy       dx  dz       dx  dz       dy 

Estas  consideraciones  se  estienden  fâcilmente  à  un  numéro  cual- 
(juiera  de  variables.  En  gênerai,  es  el  numéro  de  condi- 
ciones necesarias  para  la  integracion  de  una  formula  en  la  que  n 
représenta  el  numéro  de  las  variables  independientes. 

324.  Integracion  de  las  diferenciales  totales  de  dos  variables. 
—  Cuando  las  diferenciales  propuestas  satisfacen  à  las  condiciones 
précédentes,  la  funcion  buscada  existe  necesariamente,  i  su  deter- 
ininacion  se  reduce  à  las  cuadraturas.  Consideremos  primeramente 
el  caso  de  dos  variables.  Sea  una  funcion  i^  tal  que  se  tenga 

cftt  =  M  dlr  -h  N  dy, 

Puesto  que  la  diferencial  con  relacion  à  j;  de  la  funcion  buscada 
debe  ser  M  dxy  la  funcion  u  sera  de  la  forma 


(0 


uz=z  I  Mdx'\-o{y), 


en  que  ç  (y)  représenta  una  funcion  de  la  variable^  solamente. 
Ademas,  como  la  derivada  de  la  funcion  u  con  relacion  iy  debe 
ser  N,  tendremos,  por  la  régla  delà  diferenciacion  bajo  elsignoy*, 


J    dy  dy 


( 


le  donde 


1 

(3)  yO)=y(N-y*^rf^)rfy. 

La  intégral  buscada  es,  pues, 
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32S.  Observaciox.  —  Esle  procedimiento  de  inlegracion  supone 
la  existencia  de  la  condicion  indicada  en  el  n^  322.  En  efecto, 
siendo  el  primer  miembro  de  la  ecuacion  (i)  independiente  de:r  lo 
sera  tambîen  el  segundo,  luego  deberâ  tenerse 


(-  .r^-) 


6  bien 

, , ,  ^N       dM 

que  es  la  condicion  ya  encontrada.  Reciprocamente,  siendo  satis- 

fecha  la  condicion  (4),  el  segundo  miembro  de  la  ecuacion  (3)  sera 

independiente   de  x,  luego  sera    posible   hallar  la  funcion  ç  que 

queda  por  determinar  para  completar  el  valor(i)  de  la  funcion  u. 

Esto  nos  dice  que  la  condicion  (4)  no  solo  es  necesaria  sino  lam-  ^  /        . 

bien  suficiente.         ^^.:  r.  *         «^  ^.r«      ">'-    /     i^-fr  ^■'      ^^^      ^x.»^^^^'". 

326.  Ejemplo.  —  Sea         ^r^   ;)"  ^     /     " '/ "    "      \j     "^       <^-7j 

Se  tiene 

du       'X  xy  —  y'       dr^  x-  i 

-7^=1 ,  or=y  — Iv4-C,  Mzn --i ^- 1  -  +  C. 

df  y  .       j         J  y  ^_y        y  ^ 

327.  Integracion  de  las  diferenciales  de  très  6  mas  variables. 

—  El  mismo  mélodo  anterior  se  aplica  a  una  diferencial  de  1res  6 
mas  variables.  Sea  una  funcion  u  susceptible  de  satisfacer  â  la 
ecuacion  diferencial 

Puesto  que  la  diferencial  de  u  con  relacion  à  x  debe  ser  M  efor,  la 
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fiincion  ii  debe  ser  necesariamente  de  la  forma 


//.  rr    /  M^j:4-9(/,  iî), 


en  que  ^{y^z)  représenta  una  funcîon  de  las  variables ^,  ^  sola- 
mente. 

Diferenciando  bajo  el  signo  y*,  se  dediice 


du  _^_  rdM        _^d^  du  _^^_  rdM  d^ 

dy  j   ~dy  dy^         dz  j    dz  dz 


I 


de  donde 


'"=N-/f*.  g=»-/^-^ 


dy  J   dy       '         dz  J    dz       '  ^^ 

I,  por  consiguiente,  se  tendra  6    m/      *"  à^,     (^      C^ 


AsL  la  determinacion  de  la  funcion  9  entra  en  el  caso  anterior,  i, 

una  vez  conocida  esta  (uncion,  quedarâ  determinada  la  funcion  £/. 

AquL  tambien  es  de  observarse  que  el  procedimiento  de  intégra- 

cion  supone  la  existencia  de  las  condiciones  de  integrabilidad  in- 

dicadas  en  el  n"  323.  En  efecto,  puesto  que  --^  i  ;T-son  indepen- 

dientes  de  x,  deberà  tenerse 

dx  '  dx  ' 

6  bien 

dN_dM  dP_dM 

dx       dy^  dx       dz 

Por  otra  parte  la  funcion  9  debe  satisfacer  à  la  condicion 

d^    d^ 

dy  dz 


dz    "^    df  ' 
por  consiguiente,  se  tendra 

dz  dy 


/• 


y    — 


/>• 


^. 
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6  bien 

'  dN       dP 

(^)  57  =  ^- 

De  aqui  se  deduce,  como  en  el  caso  anterior,  que  las  condiciones 
(i)  î  (2)  no  solo  son  necesarias  sino  tambien  suficienles. 

Es  fàcil  de  ver  que  el  caso  de  n  variables  se  refiere  del  niismo 
modo  al  caso  de  n  —  i  variables,  con  tal  que  los  coeGcientes  de  la 
diferencial  salisfagan  à  las  condiciones  de  integrabilidad  ;  i  el  pro- 
blema  queda  siempre  reducido  â  simples  cuadraturas. 

328.  &EMPL0S.  -—  I.  Sea 

Ësta  ecuacion  satisface  à  las  condiciones  de  integrabilidad,  porque 
se  tienç 

€iM       dN  ^œy  dM       dP  ù^xz  dN       dP 

dy       dx  l^*-t-/')-  dz       dx       (a;--+-^')*'  dz  "' df 


f  A-      sJ^^^ 


Escribiremos,  pues, 

lo  que  équivale  â 

de  donde 

du  2  y  dm  du  2Z  d^ 

df/       x^ -\- y-       dy  dz  x- -\- z-       dz 

Comparando  estos  resultados  con  la  funcion  propuesla,  se  ve 
que  ^  i  -—deben  ser  nulos,  luego  la  funcion  9  debe  seruna  cons- 
tante, i  la  intégral  buscada  sera 


x^  I   v' 
^  u=z\-z — ^-+-const. 

*^  ^*     ,    /  '  •  '  /A  ,       /  '  .  J 

/1      -y-  / 


-  • 


-  _    —   -        V  - 
-  t  1  <       .    ^  Il 


,  .  /  • 
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II.  Sea 

a?*  —  y*  —  z*  dx       ;r'  -+-  (  y  —  :;)•  dv 

du  = ; '—z = 1 r-- — '-n i '"' 

^  -H  7*  4-  -S*  ^         x^-\-y'-\-  z*     z 

^   /a?«4-  V«  — ^»  i  __  21  4-  JL^  dz. 
\;r*-h7* +  -3*  5         Z*^  Z^J 

Salisface  à  las  condiciones  de  integrabilidad ,  porque  se  halla 

'dy~~dx~~  (j?*  4-/* +  -*)*'  "5J"~  dx~  (^'4-/* -h  s*)»' 

flfN_tf?P_  ^yz i_ 

dz  ~~  dy^  {x^  -^ y-  -\-  z^)^      s'* 

Escribiremos 

r    x'^  —  y^  —  z'^       , 

J    (a?«4-7*4-^*)a:  ^^-^^    '' 

lo  que  équivale  à 

i,  por  consiguiente,  da 

M=:la;— -I(a:»4-7*4-^')  4-ïp  (/j-s), 

de  donde  se  deduce 

du 2  y  ûf<p  du a  >s  cftp 

c/j  x'  4-  /'  4-  -3*       û(y  '  i/;;  J?'  4-/*  4-  z^       dz 

Comparando  es.tos  resultados  con  la   diferencial   propuesta   se 
halla 

dy       z  dz  z^       z       z^' 

lu  ego 

i,  por  consiguiente, 

C/^  5'  rfz  \Z         5*  ^'/ 

e/+  I  I  ,  ,  I 

:7^  =  -4--T>         9  =  1^ ;  4-  consl. 

dz      z       z^  ^  2  g* 
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luego 


9  =  —  -h  l-s z  4-  consl. 

^  Z  2Z' 


La  intégral  buscada  es,  pues, 


ô  bien 


V  I 


w  =  1  -:; : ;  -h  • i  4-  const. 

^4-7-4-^*  Z  2Z* 


lyeroicios. 

i.  Integrar  la  funcion  de  dos  variables 

vdT  —  X  dv 
du  =  ' r 

Solucion  : 

X 

u  =  arctang — h  const. 

y 

2.  Integrar  la  diferencial 

-    _  x^ -ir xy -^ y^  f  dx      dy\ 


Solucion  : 


X  X 

u  =  1  -  H-  arc  tang  — h  consl . 

y  y 


3.  Integrar  la  diferencial 

,  dx  dv  f  ^       \ 

du  =    ,  -+-  -^  (  I ,  ) 


Solucion  : 


u  =  1  (ar-H  ^x^-hy*)  •+•  const. 
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LECCION  XL 


liNTEGRALES  DE  LAS  ECUACIONES  DIFERENCIALES. 


329.  Definicion  i  notacion.  —  Se  Uama  ecuacion  diferencial 
del  ôrden  n  una  relacion  entre  una  variable,  una  funcion  de  esta 
variable  i  las  derivadas  6  diferenciales  de  diversos  ôrdenes  de  esta 
funcion  basta  la  del  ôrden  n  inclusivamente. 

Una  ecuacion  diferencial  del  ôrden  n  con  dos  variables  se  sim- 

boliza  asL, 

^  /  dy    d'Y  d'^y\ 

formula  en  la  que  x  représenta  la  variable  independiente,  y  la 

,  d"y 
funcion  de  esta  variable  i  -7—-  el  coeficiente  diferencial  del  ôrden 

mas  elevado  contenido  en  la  ecuacion. 

330.  Intégral  gênerai  de  una  ecuacion  diferencial.  ^  In- 
legrar  una  ecuacion  diferencial  con  dos  variables  es  hallar  entre  la 
variable  independiente  i  la  funcion  una  ecuacion  finita  que  satis- 
faga  de  la  manera  mas  gênerai  à  la  ecuacion  diferencial  propues  ta. 

Bajo  el  punto  de  vis  ta  geométrico,  es  encontrar  la  ecuacion  mas 
gênerai  de  las  curvas  que  gozan  en  todos  sus  puntos  de  la  pro- 
piedad  esprcsada  por  la  ecuacion  diferencial. 

Consideremos  una  ecuacion  diferencial  del  ôrden  n 

f  dy  d'^y  \ 

Esta  ecuacion  da  el  valor  de  -3-^  en  funcion  de  Xy  y^  ~^>  .  .  . , 

-T— jj^j  i,  diferenciando  sucesivamente,  se  determinan  las  dériva- 
cix 
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das  -- — —i  —, —  —;>  ...  en   iiincion  de  las  inismas  cantidades:    de 
suerle  que  haciendo 

se  conoceran  los  valores  de 


/  d"  y\  /  d'^-^^y  \  /  r/«+*  r 


) 


Toda  funcion  de  x  en  gênerai  es  desnrroUable  en  série  conver- 
gente, segiin  las  formulas  de  Taylor  6  de  Maclaurin  ;  i,  suponiendo 
que  la  funcion  r  desconocida  llene  las  condiciones  de  continuidad, 
se  lendrâ(n«87,  II) 

/dy\    .r  —  .r^        [d-y\    (.r  —  .r^'S^  fd'^-^yX    (./•_. j;^)'»-! 


(d^\    (x—,r^Y        /r/^-^*r\ 


\n  —  I 


/^  -h  I 


Ahora  bien,  toda  funcion  y  susceptible  de  satisfacer  a  la  ecua- 
cion  (i)  estarâ  comprendida  en  las  que  représenta  este  desarrollo, 
puesto  que  no  se  Iian  espresado  sino  condiciones  à  las  cuales  debe 
satisfacer.  Y,  reciprocamente,  la  funcion  asi  determinada  satisface 
necesariamente  à  la  ecuacion  diferencial,  cualesquiera  que  sean  los 
valores  de  los  n  primeros  coeficientes;  porque,  si  se  diferencia  n 
veces  la  ecuacion  (a),  desaparecen  estos  valores,  i  se  obtiene 

espresion  que  debe  ser  équivalente  à  la  ecuacion  (i),  puesto  que 
no  es  otra  cosa  mas  que  el  desarrollo  de  dicha  ecuacion  (i)  re- 

d'^y 
suelta  con  relacion  à  -~y^  • 

Asi  la  ecuacion  (2)  daria  la  solucion  compléta  de  la  cuestion, 
si  todos  los  valores  de  y  fuesen  desarrollables  de  la  manera  indi- 
cada  ;  pero,  de  todos  modos,  no  pueden  fallar  sino  aquellos  para 
los  cuales  ciertas  derivadas  cesan  de  ser  finitas  6  determinadas. 

El  valor  arbitrario  x^  podria  bien  ser  escogido  de  manera  que 
ningun  coeficiente  de  la  série  (2)  se  hiciera  infinito,  si  estos  coe- 
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(icientes  no  dependiesen  sino  de  x^]  pero  como  contienen  tambien 
el  valor  correspondienle  de  ^  i  de  sus  derivadas,  puede  muy  bien 
haber  una  funcion^'=:o  (x)  tal,  que  satisfaga  à  la  ecuacion  dife- 
rencial  i  que  al  mismo  tiempo  haga  infinitos  6  indeterminados 
algunos  de  los  coeficientes  del  desarrollo,  cualquiera  que  sea  x^^, 
como  lo  haremos  ver  luego  con  un  ejemplo. 

De  esta  consideraclon  se  desprende  que  la  formula  (2)  puede 
no  contener  todas  las  funciones  que  satisfacen  à  la  ecuacion  (i). 
En  los  limites  en  que  ella  es  suficientemente  convergente  puede 
servir  para  dar  por  aproximacion  el  valor  de  la  funcion  buscada. 

Esta  ecuacion  (2)  es  llamada  la  intégral  gênerai  de  la  ecua- 
cion (1);  i,  como  contiene  los  valores  arbitrarios  de  la  funcion^  i 
de  sus  n  —  i  primeras  derivadas  correspondientes  à  un  valor  de  x 
tomado  à  volunlad,  deducimos  que  la  intégral  gênerai  de  una 
ecuacion  diferencial  del  ôrden  n  contiene  necesariamente 
n  constantes  arhitrarias, 

Reciprocamente,  toda  ecuacion 

(3)  F(a?,7,C|,C,,  ...,  C„)=o 

que  satis/ace  a  la  ecuacion  di/erenciaC  dada  i  que  contiene 
n  constantes  arbitrarios  es  idéntica  à  la  intégral  gênerai,  con 
tal  que  pueda  asignarse  ci  las  constantes  valores  taies,  que  y  i 
sus  n  —  I  primeras  derivadas  tomen  valores  arbitrarios  dados 

fdr\  fd'^''^r\ 

^^'  (  ^-  )'*••'  { ri  'f*-^  I  '  ^"^^^^  ^^  atribuya  à  x   un  valor 

cualquiera  x^^.  En  efeclo,  si  se  desarroUa  el  valor  de  y  dado  por 
la  ecuacion  (3)  segun  las  potencias  de  {x  —  a:©),  se  obtendrà  el 
desarrollo  (2);  puesto  que,  por  hipôtesis,  escogiendo  convenien- 
temente  a  las  constantes,  los  n  primeros  coeficientes  pueden  tomar 
los  valores  arbitrarios 

i  los  siguientes  seràn  tambien  los  mismos  en  ambos  desarroUos, 
porque  la  ecuacion  (3)  satisface  à  la   ecuacion  (i),  i  los  valores 

^^  (  Tïn  )  '  (  ri  n^^  )  '  •  •  •  P*"^^  x=:Xq  uo  dcpcndcn  mas  que  de 
los  valores  y,,  {^,  ....  (^^)- 
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331.  Ejemplos.  —  1.  Sea  la  ecuaclon 

dy 

Se  saca,  por  diferenciacion  i  eliminacion. 

d}y .  fi^y , 

de  donde,  haciendo^=^o  para  ar  =  o,  i  suslituyendo  en  la  for- 
mula (2),  se  hallà 


y  =/o  -^  — ro  -^  -777/0  -+-  -77-/0  -H  . . .  =/o  e 


ux 


Observemos  que  no  se  hubiera  obtenido  mayor  generalidad 
dejando  para  x  el  valor  inicial  cualquiera  x^^  en  lugar  de  tomarlo, 
como  hemos  hecho,  îgual  à  cero.  En  efecto,  se  hubiera  enlônces 
oblenido 

a(x  —  x<^^  à*(x  —  Xq)*  ,^  ^ , 

pero^Q  e'"*'^»  représenta  una  constante  arbilraria,  ni  mas  ni  ménos 
que^o  en  la  espresion  précédente. 

IF.  Sea  la  ecuacion 


dx^ 


-4-a*/=i:  G. 


Se  saca,  diferenciando  sucesivamente, 

d^y j  cPy ^dy  d'y ^ 

d^y         .  dy  d^y 

dx^  da:'  dx*  •^' 


•      •      •       • 


dy 
Luego,  poniendo^:=j>'oî  "^  =/oj  para  ^  =  o,  i  sustituyendo 


dx 

a6 
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en  la  formula  (2),  résulta 

J  =  J.+  7/0  -  777/.  - -J3-7.  + -^  Jo  4- -^7.  -  . 
/        à^x*       rt^x^  \       r'  f  ax       a^a^       a*.r* 

ri 

=iyocosair  4-  "^^senaj?. 
*^  a 

Asi  la  intégral  gênerai  puede  ponerse  bajo  la  forma 

(i)  /=  Ccos ao:  4- Cl  sen a;r. 

Aqut  tambien  es  de  observarse  que  no  se  hubiera  obtenido  mayor 
generalidad  tomando  el  valor  inicial  cualquiera  ^g  ^^  lugar  de  cero. 
En  efecto,  se  hubiera  entônces  obtenido 

rî 

j=j^ocosa(a?  —  Xq)  4-*— sena(a7  —  x^) 
=  I  yo^osax —  • — senao^o  1  cosaar-h  i  /osen 


uxq  -h  —  cosaiTo  )  sena^, 
lo  que  équivale  â  la  formula  (i ). 

332.  Intégrales  particulares.  —  Cuando  se  atribuyen  valores 
determinados  à  una  6  mas  de  las  constantes  arbitrarias  que  figuran 
en  una  intégral  gênerai  se  obtienen  resultados  à  los  cuales  se  ha 
dado  el  nombre  de  intégrales  particulares. 

333.  Soluciones  singulares.  —  Las  ecuaciones  diferenciales 
pueden  admitir  soluciones  que  no  estàn  comprendidas  en  las  inté- 
grales générales.  Estas  soluciones  constituyen  lo  que  se  ha  llamado 
soluciones  singulares. 

Es  preciso  entônces,  como  ya  lo  hemos  hecho  observar,  que 
algunos  coeficicntes  del  desarrollo  (2)  se  hagan  infinitos  6  inde- 
terminados,  cualquiera  que  sea  Xq,  i,  por  consiguiente,  cuando  se 
reemplaza  Xq  por  x. 


334.  EjEMPLO.  —  Consideremos  la  ecuacion  diferencial 


(') 


dy 

• 

dx 

-^(y- 

1 

—  X)i  - 

—  I 

—  0 

,  /- 

*      .      V 

< 

t 

-  / 

* 

V 

\ 
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4 

Se  saca,  por  diferenciaciones  sucesivas, 

ifdy_  \ 


i  se  encontrarâ  por  la  formula  (2),  haciendo  ^0  =  0 

(2)         7=70-^(1-/0»)^-^  ^^'"''^^67^^^'' 
Se  reconoce  fâcilmente  que,  poniendo 

esta  ecuacion  (2)  se  reduce  à 

que  es  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  (  i\ 

El  mismo  valor  se  encontraria,  directamente,   poniendo  en  la 
ecuacion  propuesta^  —  x  =  ;;,  lo  que  la  reduce  à 

rf^  dz  1 

de  donde 

(5)  z  i  dz:=  —  da: ; 

integrando  los  dos  miembros,  i  agregando  una  constante  arbitraria 
à  uno  de  ellos,  se  tendra 


3    1 

-  Ziz=C  —  J7, 
2  ' 


de  donde 


3  3 

(6)        z  =  (^y{c^x)ï        6        7=a?-i-r|V(c— a?)ï. 

Esta  ecuacion,  que  es  la  misma  que  la  ecuacion  (3),  da  idénti- 
camente  las  mismas  soluciones  que  la  propuesta,  con  tal  que  baya 
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sido  permîlido  dividir  esta  ùllima  por^ï,  como  se  ha  hecfao  al 
pasar  de  la  ecuacion  (4)  à  la  ecuacion  (5).  Esto  exige  ({uezéj^  —  x 
no  sea  cero.  Si,  pues,^  —  x^=o  no  puede  satisfacer  à  la  pro- 
puesla,  la  ecuacion  (6) darâ  todas  las  solucîones  ;  pero,  sîj^  —  ^  ==  o 
la  satisface,  habria  soluciones  que  podrian  no  estar  comprendidas 
en  la  ecuacion  (6);  i,  en  efecto,^  —  œ  =  o  no  esta  contenida  en 
esta  ùltima,  cualquiera  que  sea  el  valor  que  se  atribuya  à  la  cons- 
tante arbitraria,  i  sin  embargo  satisface  à  la  propuesta.  Esta  es, 
pues,  lo  que  se  ha  llamado  una  solucion  singular. 

No  estando  contenida  esta  solucion  en  la  intégral  gênerai,  veamos 
en  que  se  convierten  los  coefîcientes  del  desarroUo  de  y  dado  por 
la  formula  (2) 

Es  évidente  que,  si  se  hace^  =  ^,  todos  los  coeficientes  dife- 

renciales,  à  partir  de  V-î>  se  hacen  infinitos;  i,  si  no  se  hubiese 

suprimido  el  factor  comun  (y  —  xy  en  los  dos  lérminos  del  valor 

cPv  •  o 

de  -T=-5  se  habria  presenlado  bajo  la  forma  -. 

335.  Condiciones  que  debe  llenar  una  ecuacion  para  ser  la 
intégral  gênerai  de  una  ecuacion  diferencial  del  ôrden  n.  —-  Para 
que  una  ecuacion  conteniendo  n  constantes  arbitrarias  sea  la  inté- 
gral gênerai  de  una  ecuacion  diferencial  del  ôrden  n,  es  necesario 
que  estas  cantidades  sean  bien  distintas,  es  dccir,  que  no  puedau 
reducirse  â  un  numéro  inferior  à  n.  Por  ejemplo,  la  ecuacion 

parece  contener  dos  constantes  arbitrarias  ;  pero,  poniéndola  bajo 
la  forma 

se  ve  que  no  contiene  mas  que  una;  de  suerte  que  no  podria  ser  la 
intégral  gênerai  de  una  ecuacion  diferencial  de  segundo  ôrden. 

Para  asegurarse  de  que  las  constantes  contenidas  en  la  ecuacion 
intégral  son  distintas,  bastarà  difercnciarla  n  —  i  veces  i  buscar  si 
puede  darse  à  las  n  constantes  arbitrarias  valores  taies,  que,  para 
un  valor  dado  de  x  pueda  atribuirse  valores  arbitrarios  à^  i  à  sus 
n  —  I  primeras  derivadas.  Y  para  esto  bastarà  ver  si  las  n  ecua- 
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cîones  pueden  ser  resueltas  con  relacion  à  las  n  constantes,  sin 
que  resuite  ningun  absurdo  :  porque  entônces,  para  un  valor  cual- 
quiera  de  x  podrâ  cscogerse  arbitrariamente  el  valor  de^  i  de  sus 
n  —  I  primeras  derivadas. 

336.  Ejemplo.  —  Sea 

Se  saca 

dy 

—  =iccL  e^  -h  Cl  aj  e*»*. 

ace 

Resolviendo  estas  dos  ecuaciones  con  relacion  à  C|  i  à  c*  el 
denominador  comun  de  las  incôgnitas  sera 

(a  — a,)e^«+««K 

Luego,  si  a  es  diferente  de  ai  los  valores  de  c  i  de  C|  correspon- 

dientes  â  los  valores  arbitrarios  x^y  y^^  y'^  atribuidos  a  x^  y^  -—• 

seràn  (initos  i  de  terra  in  ado  s;  i,  en  este  caso,  la  ecuacion  (i)  sera 
la  intégral  gênerai  de  una  ecuacion  diferencial  de  segundo  orden. 
>!o  sucede  lo  mismo  cuando  a  =  «i,  como  se  ha  visto  en  el  ejemplo 
précédente. 

337.  Intégrales  de  diverses  ôrdenes  de  una  ecuacion  dife- 
rencial. —  Una  ecuacion  diferencial  del  ôrden  n  tiene  por  intégral 
gênerai  una  ecuacion  de  la  forma 

(i)  F(a:,7,  C,,C„  ...  ,G„)=:o. 

Puesto  que  las  constantes  C| ,  C2,  . .  .  ,  C/i  no  cntran  en  la  ecuacion 
diferencial,  esta  no  puede  deducirse  de  la  ecuacion  F  =  o  sino 
diferenciàndola  n  veces  i  eliminando  estas  n  constantes  entre  la 
ecuacion  (i)  i  las  /i  ecuaciones  diferenciales  ast  obtenidas.  Ahora 
bien,  esta  eliminacion  puede  hacerse  de  varias  maneras. 

Primeramente  supongamos  que  no  se  quiera  eliminar  mas  que  / 
constantes,  â  saber, 

G|,  Gj  ...  G;; 

sera  preciso  ejecutar  i  diferenciaciones  ;  i  digo  que^  de  cualquiera 
manera  que  se  combinen  las  operaciones  de  diferenciacion  i  de 
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eliminacion,  el  resullado  obtenido  sera  siempre  el mismo.  En  efecto, 
supoDgamos  que  se  haya  podido  obtCDcr  dos  eciiaciones  distinlas, 
no  conteniendo  mas  a  las  constantes  Gj,  G2,  .  . .  ,  C,-.  Scan 

^^  \'^''dx'  '"  '^•'^'+-»'^'-»-«'  •••  >C„j=o 

estas  dos  ecuaciones.  Si  ellas  no  determinan  para  —-^  el  mismo 

valor,  se  podrà  eliminar  esta  derivada,  i  se  obtendrà  una  ecuacion 
del  ôrden  i  —  i  a  lo  mas,  no  idéntica,  i  conteniendo  n  —  {'constantes 
arbitrarias,  à  saber, 

/  dy  d^-^y  \ 

(2)  u  \^^yX>^^  "-y  5^^  C;-,^ , . . .  ,  C„  j  z=  o. 

Diferenciàndola  n  —  i  veces,  se  tendra,  junto  con  la  ecuacion  (2), 
un  sistema  de  n  —  î  -\-  i  ecuaciones ,  entre  las  cuales  se  podrâ 
eliminar  las  n  —  i  arbilrarias  C/^i,  Ci^2^  •  •  •  ?  G«,  i  el  resultado  de 
esta  eliminacion  sera  una  ecuacion  diferencial  no  idéntica,  del 
ôrden  n  —  i   a  lo  mas,  i  no  conteniendo  ninguna  arbitraria.  Se 

tendra,  pues,  haciendo  x  =  Xo,  una  relacion  entre^o?  izT']  ^  •    •  7 

^_^  I  j  i  entônces  estas  cantidades  no  serian  mas  arbitrarias, 

como  deben  serlo. 

Esto  supuesto  llamaremos  intégral  primera  6  de  primer  ôrden 
de  una  ecuacîon  diferencial  del  ôrden  n  el  resultado  obtenido  eli- 
minando  de  la  intégral  gênerai  n  —  i  de  las  constantes  arbitrarias 
que  contiene.  El  numéro  de  las  intégrales  primeras  es  evidenle- 
mente  igual  à  n;  cada  una  de  estas  intégrales  es  una  ecuacion 
diferencial  del  ôrden  n  —  1  conteniendo  una  constante  arbitraria. 
El  sistema  de  las  n  intégrales  primeras  constituée  el  sistema  inté- 
gral del  sistema  diferencial  del  primer  ôrden  por  el  cual  se  puede 
reemplazar  la  ecuacion  diferencial  del  ôrden  n. 

Igualmente  llamaremos  intégral  segunda  ô  de  segundo  ôrden 
el  resultado  obtenido  eliminando  n  —  2  de  las  arbitrarias  contenidas 
en  la  intégral  gênerai.  El  numéro  de  las  intégrales  de  segundo 
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ôrden  es  evidenleraente  igual  al  numéro  de  las  combinaciones  de  n 

letras  de  dos  en  dos,  es  decir,  igual  a  -— ^^ -;  cada  una  de  estas 

intégrales  es  una  ecuacion  diferencial  del  ôrden  n  —  2,  conteniendo 
dos  constantes  arbitrarias. 

Generalizando,  llamaremos  intégral  del  ôrden  i  de  una  ecua- 
cion diferencial  del  ôrden  n  el  resultado  obtenido  eliminando  n  —  i 
de  las  arbitrarias  contenidas  en  la  intégral  gênerai;  el  numéro  de 
las  intégrales  del  ôrden  i  es  el  de  las  combinaciones  de  n  letras  de 

j     .      n(n — i)  .  .  .  (n  —  i  H- O         ,  j        .       •   . 

i  en  i.  es  decir,  — ^ ^ : :  cada  una  de  estas  mte- 

grales  es  una  ecuacion  diferencial  del  ôrden  n  —  i  que  contiene  i 
constantes  arbitrarias. 

En  el  ôrden  n  no  hay  mas  que  una  sola  intégral,  que  no  es  otra 
cosa  mas  que  la  intégral  gênerai. 
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LECCION  XLI. 

INTEGRACION  DE  LAS  ECUACLONES  DIFERENCIALES 
DE  PRIMER  ÔRDEN  I  DE  PRIMER  GRADO. 


338.  Integracion  inmediata.  —  Una  ecuacion  diferencial  de  pri- 
mer orden  i  de  primer  grado  puede  ser  puesta  bajo  la  forma 

M  rfa?  4-  N  <i/  =  o, 

en  que  M  i  N  son  fiincioDes  de  ^  i  de^. 

Si  el  primer  miembro  de  esta  ecuacion  es  la  diferencial  exacla 
de  una  funcion  de  las  dos  variables  x  éy  con$ideradas  como  inde- 
pendîentes,  esta  funcion,  cuya  diferencial  debe  ser  nula  en  virtud 
de  la  ecuacion,  deberâ  conservar  un  valor  constante.  Se  tendra 
pues  la  rclacion 


f 


El  primer  miembro  de  esta  ecuacion  sera  una  funcion  F  (x^y)^ 
(]ue  se  cncuentra  por  medio  del  câlculo  indicado  en  el  n**  324,  i  la 

ecuacion 

¥{x,y)=.C 

rcpresentarâ  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  propuesta. 

339.  Ejemi'LOS.  —  I.  La  ecuacion  diferencial 

{2  ax  -^  by  -^  d)  dx  -{-  {bx  -\-  2  cy  -\-  e)  dy  =  o 
tiene  por  intégral  gênerai 

a  a?*  4-  bxy  ■+-  cy-  -\-dx  -h  ey  =:C. 
II.  La  ecuacion 

dx  dy /  X 


^(^- 


s/x'-^-y^       y  \         v/^«H-^* 


)■ 
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da,  representando  por  I C  la  constante  arbitrarîa, 

de  donde 

j'  =  G*  —  2  G  x. 

340.  Separacion  de  las  yariables.  —  La  integracion  inmediau 
^uede  efectuarse  en  el  caso  en  que  ]as  variables  estén  separadas,  es 
decir,  cuando  la  ecuacion  se  halla  bajo  la  forma 

(i)  Xda:^Ydy  =  o, 

en  que  X  es  una  funcion  cualquiera  de  x  sola  é  Y  una  funcion 
cualquiera  de  y  solamente.  Entônees,  si  se  représenta  por  Xq  é  y^ 
cantidades  determinadas  cualesquiera  i  por  C  una  constante  arbi- 
trarîa, la  intégral  de  la  ecuacion  (i)  sera 


j»  y 

f  Xdx-h  1     Ydfz=C, 


341.  Ejemplos.  —  I.  Sea  la  ecuacion 

j:'"  dx  4-  y"  dy  =  o  ; 
integrando,  tendremos 

^  -h^ =r:C. 


m  -h  I       n  -h  i 
II.  Sea  la  ecuacion 

dx  dy 

-i T  =  O  ; 


1  -h  X*        I  -H/* 

representando  por  arctangC  la  constante  arbitraria,  se  halla 

arc tang j?  -\-  arc  tang/  =  arc tangG, 


6  bien 


arctang = —  =  arctangC, 

^  1  —  xy  ° 


de  donde 


x^-y  __ 


I  --xy 

342.  Ecnaciones  que  se  redacen  al  caso  précédente.   —  Se 
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puede  reducir  al  caso  précédente  toda  eciiacion  que  afecte  iina  de 
las  formas 

Ydx-hXdy  =  o,         XiYdx-hXY,dy  =  o, 

en  que  X,  X|  son  funciones  de  a?  é  Y,  Y<  funclones  de  y,  Basla 
para  ello  dividir  una  de  estas  ecuaciones  por  el  producto  XY. 

343.  &EMPLOS.  —  I.  La  ecuacion 

y  dx  —  xdy  ^=.0^ 
se  reduce,  dividiendo  por  xy,  a 

dx      dy 

"F      y  ~'  ' 

de  donde  se  saca,  representando  por  ICla  constante  arbitraria, 

\x  —  Ij^zrzlC,         ô  bien         xz=,Çty, 

II.  La  ecuacion 

\ly  dx  —  \jx  dy  ^=zo 

se  reduce,  dividiendo  por  \/xy^  à 

dx      dy 

\Jx      \/y 
integrando,  se  halla 

344.  Ecaaciones  homogéneas .  —  Se  separan  tambien  con  faci- 
lidad  las  variables,  cuando  en  la  ecuacion  diferencial 

M  dx  -f-  N  û?/  r=:  o, 

las  funciones  M  i  N  son  homogéneas  i  del  mismo  grado  de  las 
variables  x  éy.  La  ecuacion  propuesta  podrà  ponerse,  en  este  caso, 
bajo  la  forma 

Dividiendo  por  ^'^  i  baciendo  —  ==  ^,  de  donde  dy  :=  tdx  -^  xdt^ 

X 

se  halla 

9(^)ûf^-h^(^)  {tdX'\'Xdt)^^o, 


INTEGRAGION  DE  LAS  ECUAGI0NB8  DIFERETfCIALES  DE  PRIMER  ÔRDBN.       {il 

6  bien 

[^{t)-\'t^{t)]dx-\'  x^  (0  dt  =  o, 

ecuacion  en  la  que,  segun  el  n®  34 2^  las  variables  son  separables. 
En  efecto,  se  deduce 

d,T  ^(t)dt       _ 

le  "^  cp(o-h^'KO  "^^ 
de  donde 

'       ^{t)dt 


r     ^it)dt 

1  9{n-^^^{n 


345.  Ejemplos.  —  I.  Sea  la  ecuacion  homogénea 

{x-  — y^)dy  —  ixydx  =  o; 
haciendojK  =  tx^  i  dividiendo  por  x^,  résulta 

(i  —  t^){xdt-^  tdx)  —  2tdxz=zo, 


ô  bien 


1  —  t^      ,        d.T 

dt m  o. 


^(i-h/«)  X 

9.1 


Descomponiendo  el  multiplicador  de  dt  en '-—^  é  inte- 

grando,  se  halla 

6  bien 

Y 

sustiluyendo  en  lugar  de  t  su  valor  —  ^  résulta 

X 

H.  Sea  la  ecuacion  homogénea 

xdx  -hydy  =z2nf  dx. 


Se  encuentra 


1       .     r'         ^^^  r 


^    _        2/1^4-^- 


6  bien 


'  '  /      I  —  2/li-h  ^* 

■^  0 
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Cuando  /i  =  i ,  se  llega  à  la  ecuacion 

346.  Ecnaciones  qae  paeden  ponerse  bajo  forma  homogénea. 

—  Una  ecuacion  que  no  sea  homogénea  puede,  à  veces^  ponerse 
bajo  forma  homogénea,  médian  le  una  conveniente  transformacion. 
Sea,  por  ejemplo,  la  ecuacion 

(i)  {ax  -h  by  -{-  c)  dx  -\-  {a!x  -h  h' y  -h  d)  dy  =  o. 

Se  puede  hacer  desaparecer  los  términos  constantes  en  cada 
paréntesis,  poniendo 

i  determinando  las  constantes  a  i  ^  de  manera  que  se  tenga 
(2)  aa-H^p -hctzio,         a'a -4- ^'p  4- (/ =  o. 

La  ecuacion  toma  entônces  la  forma 

{ax'-^  by')  dx'  +  (aV 4-  b'f)  dy'—  o, 

que  es  homogénea. 

Esta  transformacion   caeria  en   defecto,    si  las  ecuaciones   (2) 
fuesen  incompatibles,  es  decir,  si  aV  —  ba':=o.  En  este  caso,  se 

tiene  b'=z  — ,  i  la  ecuacion  (1)  se  transforma  en 

a  ^  ^ 

a  {ax  -h  by  -h  c)  -h  [{ax  4-  by)  a' -h  ac']  dy^=o. 

Poniendo 

ax  -h  by  =:  Zf 
de  donde 

,         dz  —  adx 

dy= — ^— . 

résulta 

/  \  -j         /   /  Ê^  dz  —  adx 

a  {z  -\-  c)  dx  -^  {a'z  4- ac') —  o, 

ô  bien 

,                   a^z  -f-  ac'  , 

a ax  H — 7 ; ; -,  az  :=  Oy 

{b  —  a)z-hbc--ac' 

ecuacion  en  la  cual  las  variables  estàn  separadas. 
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347.  Ecaaciones  lineales.  —  Se  da   el   nombre  de  ecuacion 
lineal  de  primer  ôrden  a  una  ecuacion  de  la  forma 

en  la  que  P  i  Q  son  funciones  de  la  variable  x  solamente. 
Para  intcgrar  esla  ecuacion ,  se  hace 

de  donde  se  deduce  dy  =:^  udz-h  jsdu,  i  la  ecuacion  (i)  loma  la 
forma 

(2)  u  {dz-\-  P zdx)  •{- zdu  z=  (^dx, 

Podemos  escoger  la  funcion  z  de  manera  que  satisfaga  à  la 
ecuacion 

(3)  dz  -j-Pzdx  =  0f 

i  sujelarla,  ademas,  à  la  condicion  de  reducirse  à  la  unidad  para 
j:  =  Xfl.  De  la  ecuacion  (3)  se  deduce 

f    Pdx,         z  =  e^^^/'"' 

La  ecuacion  (2),  à  causa  de  la  ecuacion  (3),  queda  reducida  & 
la  forma 

zdu=:qdx         à         dii=2dx=ze^o'''''Qdx, 

de  donde 

/•* 

siendo  C  una  constante  arbitraria.  Se  tiene  pues,  para  la  intégral 
gênerai  de  la  ecuacioo  (i) 


y  =  e-^l.""  ((  e^i,"''  Q  dla:  -H  C 

^      Xi 


348.  Ejemplos.  —  I.  (Problema  de  Beaune).  Encontrar  una 
curva  Cal  que  la  sublangente  esté  a  la  ordenada  como  una  Ion- 
gitud  dada  a  esta  à  la  diferencia  entre  la  ordenada  i  la 
ùbscisa. 


4i4 
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La  ecuacioQ  dlferencial  de  la  ciirva  es 


dx 


a 


6  bien 


dx       a  a 


p=--, 

a 


En  esle  caso,  se  liene 

I  e^xo^dx  Qcia:  =  '—  I  e~ «  -  dx,z=: ae"^  (  -  4-  i  j  -h  C, 
de  dondc 

X 

y  :=  X  -h  a-{-Gea. 

Ësla  ecuacion  se  simplifîca  tomando  por  nuevo  eje  de  las  x  la 
recta  que  tiene  por  ecuacion 

y=:x-^a, 
i  conservando  el  mismo  eje  de  las  y.  Las  formulas  de  transfor- 

Fig.  69. 


C-"/ 


x' 


•^       y 


-^_ 


-I ^ 


01     T 


macion,  en  esle  caso,  son 


1 


\ 


X' 


V/2 


X' 

v/2 


i  la  ecuacion  de  la  curva  i^fig*  69)  se  convierle  en 


«' 


y  =  Ce"Vt. 
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II.  Integrar  la  ecuacion  diferencial 

dy  X         a 

dx       \  -\'  x'^^       1  4-  a?*  ' 

siendo  a  una  constante  dada. 
Se  tiene  aqui 


P=: ^,         Q=-^,,  fvdx^-Xsl 

la  intégral  pedida  es,  pues, 


I  +07», 


y  ■=:  ax  H-  C  y/i  -h  ^*. 

349.  Ecaacionde  BernouUi.  —  Se  denomina  asi  una  ecuacion 
de  la  forma 

en  que  PiQ  son  funciones  de  x. 

Esta  ecuacion  puede  reducirse  à  la  forma  de  la  ecuacion  lineal 
de  primer  ôrden,  antes  considerada.  Para  ello  dividamos  por^^,  i 
pongamos  p  —  q^=zn\  résulta 

Hagamos 

^- =  -5,  de  donde         r"  dv  =  dz^ 

i  se  tendra  la  ecuacion  lineal 

350.  Ejemplo.  —  Sea  la  ecuacion 

dy  . 
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Dividamos  porj^',  i  hagamos y~^  ^=^^1  résulta 

dz  ?  ^  -  :^ 

dx 

Aplicando  à  esla  ecuacion  la  formula  de  las  ecuacîones  lineales,  se 
halla 


-5  =  —  (-x-h  T-H  A 

\a         4 


gtX 


siendo  A  una  constante  arbitraria  ;  poniendo  en  lugar  de  z  su  valor, 
i  escribiendo  G  en  lugar  de  2  A  se  liene 

-T  =  j?  H h  C  e^'. 

351.  Haltiplicador  de  integrabilidad.  —  Supongamos  quepor 
un  medlo  cualquiera  se  haya  obtenido  la  intégral  gênerai  de  la 
ecuacion 

(l)  M(i^-HNé//=:0. 

Esta  intégral  contendrà  una  constante  arbitraria  C,  i  supongamos 
que  resuelta  con  relacion  à  C  pueda  ponerse  bajo  la  forma 

en  que  u  représenta  una  funcion  Ae  x  \  àey.  Si  diferenciamos 
esta  ecuacion,  se  tendra 


<  ' 


du  j         du  j 


de  donde 


Pero  la  ecuacion  (  1  )  da 


du 

dy 

dx 

dx 

du 

dy 

1 

dy_ 

M 

dx 

N' 

t 
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luego 


6  bien 


du 

dx 

M 

du 

~N' 

dy 

du  . 

du 

dx 

"^y  -^ 

M 

N   -t*' 

representando  [x,  en  gênerai,  una  funcion  de  x\  dejK» 
De  esta  relacion  se  deduce 

du         -,  du         -, 

i,  porconsîguiente, 

jj^  (  M  rfa?  -h  N  <i/)  =  du. 


>         * 


« 


Esta  ûltima  ecuacion  hace  ver  que  multiplicando  por  ^  el  primer 
miembro  de  la  ecuacion  (i)  se  convierte  esta  ecuacion  en  una  dife- 
rencial  exacta. 

352.  Una  ecuacion  dada  admite  ana  infinidad  de  multiplica- 
dores  qae  la  convierten  en  ana  diferencial  exacta.  —  En  efecto,  si 
multiplicamos  los  dos  miembros  de  la  ecuacion 

|x  (M  </a:  -H  N  dy)  =z  du 
por  una  funcion  cualquiera  de  u,  9  (^)}  résulta 

lL^{u)[yidx  -hN  dy]  z=z(f{u)  du^=d  1  f^{u)du, 

AsL  [jl(p(m)  [Mrfj: +  NrfK]  es  tambien  una  diferencial  exacta,  i 
el  factor  \t.^  {u)  goza,  pues,  de  la  misma  propiedad  que  el  factor  [jl. 

353.  Ejemplo.  —  Sea 

xdy  — y  dx=zo. 
Esta  ecuacion  da 

dv      dx 


y         x' 


27 
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de  donde 


n^        iv 


X 

El  factor  mas  sencillo  que  hace  x  dy — y  dx  una  dîferenciai 

exacta  es,  pues,  —  •  Cualquier  otro  faclor  es  de  la  forma—;  ?  (  —  )• 

X'  x^     \xj 

Asi  9  (w)  =  a  da  el  factor  -^j  i  se  tiene 

xy  dy  —  r*  dx ,  i  r' 

X^  2  X- 

354.  Determinacion  del  factor  ^,  —  La  condicion  necesaria  i 
suficiente  para  que  la  espresion  [t,  (M  dx  -\-  N  dy)  sea  una  dife- 
rencial  exacta  es 

lo  que  équivale  à  la  ecuacion  "?^ 

,,  6/u.       ^^  d^x  fdM       dN\ 

La  integracioQ  de  esta  ecuacion  darâ  el  valor  de  [jl,  pero,  en  gênerai, 
es  tan  dificil  de  obtenerse  como  la  integracion  de  la  ecuacion  pro- 
puesta. 

Se  puede,  sin  embargo,  encontrar  (jt,  en  ungran  numéro  decasos 
particulares,  i  la  investigacion  de  este  multiplicador  constituye  el 
método  mas  gênerai  para  la  integracion  de  las  ecuaciones  de  pri- 
mer ôrdeiï  i  de  primer  grado. 

Asi,  por  ejemplo,  si  cl  multiplicador  jx  no  debe  depender  mas 

que  de  una  sola  variable,  x  por  ejemplo,  se  tiene  -t^-  =  o,  i  la  ecua- 

cion  (i)  se  reduce  a 

dM      dN 

I  d\x       dy       dx 

»    ^_^    • 

}j.dx^         N 

Para  mayor  sencillez,  supondremos  N  =  i ,  es  decir,  que  la 
ecuacion  propuesta  sea  de  la  forma  rf>^  +  M  rfx  =  o,  lo  que  es  per- 


(  > 

i 

^  / 
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milido,  puesto  que  se  puede  sîeropre  admitir  que  la  ecuacion  haya 
sido  dividida  por  el  coeficienle  de  dy.  Se  tiene  entônces 

de  don  de 

en  que  P  i  Q  son  funciones  solamente  de  x.  La  ecuacion  propuesta 
se  convierte  en 

(2)       ;j^-+- P7  +  Q  =  <>  ^        dy-^Pydx-^Qdx  =  o, 

es  decir,  que,  en  este  caso,  la  ecuacion  afecta  la  forma  de  una 
ecuacion  lineal  de  primer  ôrden.  El  valor  del  mulliplicador  es 
dado  por  la  ecuacion 


de  donde 


=r- 


Pdx  -h  const.. 


i  se  podrà  tomar 


u.  =:  e*^»^ ''•''« 


Mulliplicando  el   primer  miembro  de  la  ecuacion  (2)  por  este 
valor  de  {a,  se  obtendrà  la  diferencial  exacta 

Ol^''' dy  -+- re^^o^^-"  P  dXr  e^xpP'''  qdx  =  o, 

de  donde,  integrando,  résulta  À*  <-    <    •  -   '*    i»    u     /  ^*     .      .  .   *it    M^^"- 

V  .  .- 

que  es  la  misma  formula  ya  encontrada  (n^  347)  para  la  integracion 
de  la  ecuacion  lineal. 
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lyercicios. 


i.  Integrar  la  ecuacion  diferencial 


7f-/f-;-à 


a?*  —  5  a?*  V   , 

(ar*  H- y*  )  dx  h '—  dy  =  o. 

^  -^   ^  x-^y       ^ 

Solucion  : 

x^(v  —  x^^       l'av  -4-  (i/73  —  3^x  1  Vi^ 
i. I  ^ 1 — _ I        =  const. 

( a;»  — iarj --a:*)*  L27 __  (y^,3 ^_  3 )^  J 

2.  Integrar  la  espresion 

(3^*37  4-  7,x^)  dx  -¥■  y^  dy  =  o. 
Solucion  : 


^*  4-  2  a:'  =  C  y/a.*  -+-^*' 

3.  Integrar  la  ecuacion  diferencial 

xdy  — ydx''=-  yjx'^  -^y^dx, 

Solucion  : 

a?»  — aCj^  — C>  =  o. 

4.  Integrar  la  espresion 

dy 

Solucion  : 

j^  =  —  [ar*  —  3a:* -h  6(a?  —  i)]4- Ce-- 


5.  Integrar  la  espresion 


^y    y 

:f-  -+-  -  =  ~  a-. 
a^       X 


Solucion  : 

X       3 


y^"  -z-^^^' 


6.  Encontrar  el  factor  de  inlegrabilidad  de  la  ecuacion      ^  ^ 

(a?-+-7)Éte4-a[K  =  o.  ^     ^      ♦' 

Solucion  :  jl^^ 

7.  Encontrar  el  factor  de  integrabilidad  de  la  ecuacion 

(i  — x^Y)dX'\-  x'^i^y  —  ar)é(^  =  o. 

Solucion  : 

I 


I 
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LECCION  XLIJ. 

INTEGRACION  DE  LAS  ECUACiONES  DlFERENCfALES  DE  PRIMER  ÔRDEN 
DE  UN  GRADO  CUALQUIERA,  I  SOLUCIONES  SINGULARES. 


353.  Caso  en  qae  la  ecuacion  puede  ser  resnelta  con  relacion 

al  coeficiente  diferencial.  —  Cuando  la  ecuacion  diferencial  con- 

dy 
liene  â  -j-  elevado  â  polencias  siiperiores  â  la  primera  i  que  puede 

ser  resuelta  con  relacion  à  esta  cantidad,  se  oblendràn  tantas  ecua- 
ciones  como  unidades  tiene  el  grado  de  la  polencia  con  relacion  à 

-j->  i  las  cuales  serân  de  la  forma 

dy       j-,         .  dy        .  ,         ,  dy       ^  , 

^=/(^,v),  -^=/.(;r,r),         ^=/,{x,y),         .... 

Inlegrândolas  separadamcnle,  daràn  lugar  à  las  ecuaciones 

9  i'^j  r>  C,  )  ==  o,        9i  ( j?,/,  Gj)  =  o,        cp,  (^, /,  C)  —  o, 

que  pueden  comprenderse  en  la  formula  ûnica 

?(-^,7,  Ci)9i(j7,7,Cj)fj(^,7,  C3)  ...  =0. 

Es  de  observarse  que,  sin  disminuir  el  grado  de  generalidad  de 
esta  ecuacion  ûnica,  puede  tomarse  una  misma  constante  arbitraria 
G  para  cada  uno  de  los  factores  ;  porque,  como  deben  ser  igualados 
â  cero  separadamente,  en  nada  se  alteran  las  soluciones,  represen- 
tando  las  constantes  relativas  à  cada  uno  de  ellos  por  una  misma 
lelra. 

336.  Ejemplo.  —  La  resolucion  de  la  ecuacion 


^.)-«-^  =  o 
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da 

ecuaciones  cuyas  intégrales  son 

C  4-  j  —  ^  sfâû^  =  o,  G  -h/  4-  3  sjax^  =  o. 

Haciendo  el  producto  se  tiene,  para  intégral  gênerai  de  la  pro- 
puesla, 


2     / T..    ,^  3 


(G -h/ — -^  v/«^*)  (G  4- j' 4- j v/^-^')  =  0| 
6  bien 

(C-f-r)»  — -aa;»  =  o. 
9 

3S7.  Caso  en  qae  la  ecuacion  no  contiene  &  nna  de  las  va- 
riables. —  Supongamos  que  la  ecuacion  contenga  solo  la  varia- 
ble x^  i  que  sea  de  la  forma 

•^(^'£)=^°- 

dy 
Si  puede  resolverse  esta  ecuacion  con  relacion  à  -~~y  de  manera 

que  se  tenga 
rcsultarâ 

y=  I  ^{x)dx, 

i  el  problema  queda  reducido  à  una  cuadratura. 

dy 
Si  la  ecuacion  no  puede  ser  resuelta  con  relacion  â  y-  j  i  que  sea 

posible  resolverla  con  relacion  à  x,  se  pondra  bajo  la  forma 

dy 
6  bien,  haciendo-^  =/^? 

(i)  ^=/(/^)« 


r 
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de  donde  se  saca,  diferenciando,  i  observando  que  ûte  =  -^  , 

ày=pf'{p)dp, 
é,  iûtegrando, 

(2)  y=  r Pf  (P)  dp -h  C, 

siendo  G  la  constante  arbitraria.  Se  tienen  asi  dos  ecuacîones  (i)  i 
(2)  que  espresan  los  valores  de  :r  i  de  ^  en  funcion  de  p;  cuando 
sea  posible  eliminar/?  entre  estas  ecuaciones,  la  intégral  de  lapro- 
puesta  sera  espresada  por  una  ecuacion  entre  x^y  i  C. 

Del  mîsmo  modo,  si  la  ecuacion  diferencial  no  contiene  à  x  i 
que  pueda  resolverse  con  relacion  a  jKj  se  tendra 

de  donde 

ecuacion  que  combinada  con  la  propuesta  daràla  intégral  buscada . 

358.  Ejemplos.  —  I.  Sea 

-f-  \   — (a-h  x) -7^4- aa?  =  o. 
dx  /  dx 

Se  deduce  de  esta  ecuacion 


dy  dy 

dx  dx 


integrando,  se  halla 


x^ 


y  =  aX'hC,         jrz:  — -+-G, 


6  bien. 


x^ 


(y-ax^C)(y---C)r=o. 


II.  Sea  la  ecuacion 


^'^'"^'i)'         ^         x=i^p\ 
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Aplicando  la  formula  (2),  se  saca 
de  donde,  eliminando  /?,  résulta 


[|(:r-C)y-(x-i)«  =  o. 


III.  Sea 


^^-{^y^^'i^y  ^  f=p*+^p' 


Aplicando  la  formula  (3),  se  saca 


=:    f    ^^±-^^;,-f-C  =  2p4-3/>«-+-C, 


a: 

P 


i  elimÎDando  />,  résulta 


y-[ 3 J   -^4 3 J  • 

359.  Caso  en  que  la  ecuacion  puede  ser  resuelta  con  relacion 
à  una  de  las  variables.  —  Cuando  la  ecuacion  contiene  las  dos 
variables  i  puede  ser  resuelta  con  relacion  à  una  de  ellas,  y  por 
ejemplo,  de  manera  que  se  tenga  ^ 


se  hallarà 


dy  ô         p  dx  ^=^ -J- dx  -\-  -^  dp. 


V, 


Si  se  puede  inlegrar  esta  ecuacion,  que  es  de  primer  grado  i  de 
primer  orden,  se  obtendrà  la  relacion  buscada  eliminando  p  entre 
la  ecuacion  intégral  i  la  propuesta. 

360.  &EMPLO.  —  Sea  la  ecuacion 
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Poniendo/?  en  lugar  de  —-)  se  tendra 

diferenciando,  se  halla  ^ 

pdx  =  xf{p)dp-^f{p)dx  +  ^'{p)dp,    (P^.f^^    df^   )^^^^ 

^/?       f{P)-P  J\P)-P'  .4  7=1    r    ©, 

ecuacion  que  da  (n®  347) 

IJ,.Ap)-p  "^       J 

Ëiiminando/7  entre  las  ecuaciones  (2)  i  (3),  se  tendra  la  intégral 
buscada.  Ordînariamente  esta  eliminacion  no  es  practicable,  porque 
la  ecuacion  (3)  contiene  funciones  trascendentes  de  /?;  pero 
entonces,  dando  kp  una  série  de  valores  arbitrarios,  las  ecuaciones 
(2)  i  (3)  determinarân  los  valores  correspondientes  de  ^  i  dey, 

361.  Ecuacion  de  Clairaut.  —  Como  caso  pariicular  de  la  ecua- 
cion del  numéro  précédente,  consideremos  la  ecuacion 

(.)  ^  =  ^g  +  'f(^^)  6         y  =  xp  +  :f{p). 

En  este  caso,  la  formula  (3)  se  hace  ilusoria,  porque  se  tiene 
/(/>)  — p  =  o.  Pero,  diferenciando  con  relacion  à  :r,  se  obtiene 

pdx=ipdx'h  xdp-^-  ff'ip)  dpy 
de  donde 

Esta  ecuacion  (2)  puede  ser  satisfecha  de  dos  maneras  : 
I®  Poniendo 

-f-  =:  o,  de  donde        /?  =  C. 

dx 

î,  por  consiguienle, 

(3)  jKzr:C^H-9(G). 
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2**  Poniendo 

(4)  a^-\-^'{p)^o, 

de  donde,  elîminando  p  entre  (i)  i  (4)  se  tiene  una  ecuacion  en 
j;  i  enj^  que  satisface  a  la  ecuacion  (2),  pero  que  no  es  la  intégral 
gênerai,  puesto  que  no  contiene  constante  arbitraria,  ni  es  tam- 
poco  una  intégral  particular,  porque  el  valor  de  p  que  se  saca  de 
la  ecuacion  (4)  es  incompatible  con  el  valor/?  =  G  sacado  de  la 
intégral  gênerai  (3).  Esta  solucion  que  no  esta  contenida  en  la  in- 
tégral gênerai  es  (n®  333)  una  solucion  singular. 

362.  Ejemplo.  —  Sea  la  ecuacion 

dy 

,  .  dy  dx  ap 

Diferenciando,  se  balla 


de  donde  se  saca,  primeramente 

dp  =  0,        />  =  G, 
i,  por  consiguiente, 

yz=Cx  — 


v/i-t-G« 
Igualando  â  cero  el  otro  factor,  se  halla 

x:=z  -,         de  donde         pz=ix    ^\a^  —  x^' 

eliminando  p,  résulta 

y=z\a^  —  x^  (x^ — a»). 

363.  Soluciones  singulares  de  las  cuaciones  diferenciales  de 
primer  6rden  deducidas  de  la  intégral  gênerai.  —  La  solucion  sin- 
gular de  una  ecuacion  diferencial  de  primer  ôrden  puede  obtenerse 
fàcilmente  por  medio  de  la  intégral  gênerai. 

/"  /  ^  '  '^    — 


/     • 
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Consideremos  la  ecuacion  diferencial  de  primer  ôrden 

i  sea 

(a)  F(j:,7,C):=o, 

su  intégral  gênerai.  La  diferenciacion  de  esta  ûltima  ecuacion  da 

dF 

Si  se  élimina  C  entre  esta  ecuacion  ila  précédente,  se  debeobtener 
la  ecuacion  (i),  lo  que  exige  que  se  tenga 

dF 

cuando  se  pone  en  el  primer  miembro  en  lugar  de  C  su  valor 
sacado  de  la  ecuacion  (2). 
Esto  supuesto,  sea 

(5)  ^{x,y)  =  o, 

una  solucion  singular,  es  decir,  una  ecuacion  que  satisface  à  la 
ecuacion  (i),  pero  que  nopuedeserdeducidade  la  intégral  gênerai, 
atribuyendo  à  C  un  valor  constante. 

Esta  ecuacion  (5)  puede,  sin  embargo,  ser  puesta  bajo  la  forma 
de  la  ecuacion  (2),  si  se  considéra  à  C  no  mas  como  una  constante 
sino  como  una  cierta  funcion  de  ^  i  àe  y.  Basta  para  ello  escribir 

(6)  F(^,/,C)  =  cp(a:,7), 

de  donde  se  sacarâ  el  valor  de  G  en  funcion  de  x  i  de^  que  harâ 
idéntica  à  esta  ecuacion. 

Supongamos  que  se  haya  delerminado  este  valor  de  C;  si,  en 
esta  hipôtesis,  diferenciamos  la  ecuacion  (2)  con  relacion  a  :r,  se 
halla 

dF      dFdy       d^dC_ 

dx       dy  dx       dC  dx 
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de  donde  se  saca 


(7) 


d? 

d¥ 

dy' 

dx 

dC  dC 

dx 

di^ 

dV  dx 

dv 

dy 

La  eiiminacion  de  C  entre  las  ecuaciones  (2)  i  (7)  debe  conducirÂ 
la  ecuacion  (1),  es  decir,  à 

dF_       d¥^ 

dx        dG  dC ^ 

""  'dÏÏ^'dFd^-'^^'''^'^'' 
dy       dy 

i,  en  virtud  de  la  relacion  (4),  debetenerse 

dy 

ecuacion  à  la  ciial  debe  agregarse  la  ecuacion  (2). 

El  sislcma  de  estas  dos  ecuaciones  se  reduce  â  las  dos  siguientes  : 


=  0 


(a){  (?)MF 

F  (.r, 7,  0=0,  dy 

\  F(a?,7,  C)=o. 

Ahora  bien,  el  primer  sistema  da 

C  =  consl.,, 

lo  que  reproduce  la  intégral  gênerai. 
El  segundo  se  divide  en  dos,  à  sabcr, 

(— —  o  (—  —  00 

(ï)Ng'"''  (8)  jc(r-°^ 

(F(^,j,C)=o,  (F(x,/,C)=o. 

Eliminando  C  entre  las  dos  ecuaciones  de  cada  uno  de  estos  dos 
sistemas,  se  obtendrân  las  soluciones  singulares  de  la  ecuacion 
propuesta,  con  tal  que   se  omitan  los  valores  deX  que  reduzcan 

^F    ^F 
slmultàneamente  â  cero  ô  â  infinito  las  dos  funciones  -37^  >  -7— > 

dKjk    dy 
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porque  entonccs  la  primera  de  las  ecuaciones  (^)  se  presenlaria 
bajo  la  Ibrina  ilusorla  -  6  —  •  Sera  tambien  necesario  desechar  las 

''  O         00 

soluciones  que  estuviesen  comprendîdas  en  la  intégral  gênerai, 
atrîbuyendo  â  C  un  valor  conslanle. 

Asi  se  obtendràn  las  soluciones  singulares  de  una  ecuacion 
diferencial  déprimer  ôrden  eliminando  la  constante  arbitraria 
entre  la  intégral  gênerai  i  su  derivada  con  relacion  à  la  cons- 
tante, igualada  à  cero,  6  bien  entre  esta  misma  intégral  i  su 
derivada  con  relacion  dy,  igualada  d  injinito, 

364.  Soluciones  singulares  deducidas  del  factor  que  hace  inte- 
grable  al  primer  miembro  de  una  ecuacion.  —  Si  se  pone  la  inté- 
gral (2)  bajo  la  forma 

u  —  C  =  o, 

se  tendra 

d? 

dC__    y 

dy  dy 

Asi  todas  las  soluciones  singulares  seràn  dadas  por  la  ecuacion 

I 
du 

Pero  -T-  no  es  otra  cosa  sino  el  factor  jx  por  el  cual  es  precîso 
mulliplicar  la  ecuacion  diferencial 

— /(^»  y)dX'^dy=io 
para  que  sea  una  diferencial  exacta  (n®  351).  Luego  la  ecuacion 

—  m  o         ô         |x  =  00 

contiene  todas  las  soluciones  singulares. 

363.  Ejemplos.  —  I.  Encontrar  la  solucion  singular  de  la 
ecuacion  diferencia l 

X  dx  -\-  y  dy -rr.  dy  y/x*  H-  /*  —  «*• 


43o  SEGUNDA    PARTK.    —    LEGCION    XLII. 


Para  integrar  esta  ecuacion,  dividamos  por  \lx^  +^^  —  a*,  ré- 
sulta 

-  xdx-^  ydy         ,  ,— - 

dy  =  /    •      ^  d>Jx^  -h  r»  -  a\ 

cuva  intégral  es 

ô  bien 

2  C  j  +  C  4-  a'  —  a;*  =  o. 

Se  tendra,  puesj 

rfF  n  ,         dF        ^ 

dC        ^  dy 

Esta  ùltima  ecuacion  no  conduciria  sino  al  valor  ilusorio  j^  =  oo. 
La  primera  da  G  =  — y]'h  P^^  consiguienle,  la  solucion  singular 

a^  4- jï  —  a'  =  o. 

Esta  solucion,  que  représenta  una  circunferencia,  no  esta  corn- 
prendida  en  la  intégral  gênerai,  puesto  que  esta  représenta  una 
série  de  paràbolas. 

Como  el  factor  u.  es    ,  se  ve  claramente  que  la  solu- 

cion  singular  corresponde  à  jx  =  oo. 

IL  Encontrar  una  curva  cuya  normal  tenga  una  longitud 
constante. 

La  ecuacion  diferencial  es 

de  donde 

V  dv 


dx-=L 


integrando,  résulta 

que  es  la  ecuacion  del  clrculo.  Para  obtener  las  soluciooes  singu- 
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lares,  es  necesario  poner 


dF 

dC  .r  —  C 


=  o,        de  donde        C  =  a?, 


dF  y 

i,  por  consiguiente, 

Se  obtendria  tambien  esta  solucion,  igualando  à  infinito   et 

factor  —==  por  el  cual  es  précise  multiplicar  la  ecuacion  pro- 

V>-*  —  a* 

puesta  para  separar  las  variables. 

Es  de  observarse  que  las  dos  rectas  representadas  por  la  solucion 
slngular  son  tangentes  à  todas  las  circunferenciàs  que  représenta 
la  intégral  gênerai. 

366.  Interpretacion  geométrica  de  la  solucion  singnlar.  —  La 
solucion  singular  es  la  envohente  de  las  curvas  representadas 
por  la  intégral  général. 

En  efecto,  sea 

F(-2?,7,  C)=:o 

la  intégral  gênerai.  Sabemos  (n°  170)  que,  eliminando  C  entre 
esta  ecuacion  i  su  derivada  con  relacion  à  C,  se  obtiene  la  ecuacion 
delà  envolvente  del  sistemade  curvas  representadas  por  la  intégral 
considerada.  Ahora  bien,  como  este  es  precisamente  el  câlculo  que 
nos  da  la  solucion  singular,  queda  demostrado  el  principio  enun- 
ciado. 

lyerclcios. 

1.  Hallar  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  diferenciai 

Solucion  :  / 

-  '  ,  '  0         ^  v 


y 
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'2.  Hallar  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  diferencîal 

^Î5 


^'"i-^'-j^  ^'^^■/"' 


Solucion  :  -Y  "  Oc  /<'  -"'  ^  V  J^  I  ^i  7 

t<^  t«<  ^-o-n  (t,  (0  f C^VVtM'.^ 

3.  llaliar  la  solucion  singular  de  la  ecuacion 

Solucion  : 

4.  HalIar  la  solucion  singular  de  la  ecuacion 


J^'-^xj^-T-Ci-T-o: 


•>(i)"- 


Solucion  : 
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LECCION  XLIll. 


INTEGRACION  DE   ALGUNAS  ECUACIONES  DIFERENCIALES 
DE  UN  ÔRDEN  SUPERIOR  AL  PRIMERO. 


367.  Integracion  de  la  ecuacion  -^  zn  X.  —  Supongamos  que 
se  quiera  întegrar  la  ecuacion  diferencial 

eo  la  que  X  représenta  una  funcion  de  x  solamente.  Multiplicande) 
los  dos  miembros  por  dx  é  integrando,  résulta 

.^^  =  jXdjc^J    Xdx^C,=X,-^Cr, 

integrando  de  nuevo  esta  ecuacion,  despues  de  haberla  multiplicado 
por  dXj  se  tîene 

„_,=  f  dx  iXdx^=.  I    Xidx  -\'C^{x  —Xq)  -hCt 

r=  X,  -h  Cl  (a?  —  ^o)  -H  G,. 

Continuando  de  la  misma  manera,  escribiremos 

(2)  Y=rXdx'^  =  Xn-hPn^U 

formula  en  la  que  se  ha  puesto,  para  abreviar. 


P 


n  —  I 


n  —  2 


Jx  ^x  ^ 

f    dx  j    dx  . . .   I    X  dxy 

j    X  dx""  =  idx  I  dx  ...  I  Xdxy 
siendo  n  el  numéro  de  intégrales  sucesivas. 


aS 


1 

I 

l 
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La  intégral  X,^  del  orden  n  puede  ser  reemplazada  por  una  inté- 
grai simple.  En  cfeclo,  se  tiene 

X  dx,         X,  =   1     X|  dœ,         X^=  I    X,  dx,  .... 

Integrando  por  partes,  résulta 

X,  =:;rXi —   /     --r^xdx^=^x  j    Xdx —   /    Xxdx^ 


■X"^  J*a 


\^-=i  xXi —  I    "-} — X dx  ■=. xX^ —   I     X^xdxy 

=ia-X,  — i^«X,  H-i  r^x^dx, 
2  2jdx 

= \  X*  I    Xdx  —  2x1    Xxdx  -^  I    Xx'dxi 

'•^L        ^  ^  J,r.  J 

Estos  resultados  conducen  à  la  formula  siguiente 


r 

Xxdx 


(3) 


(X„  =  — ^fa;»-»   fxdx  —  - ^x»-«    r 


Escribamos  5  en  lugar  de  ^  bajo  cada  uno  de  los  signos  f  del 
segundo  ^niembro,  1  representemos  por  Z  la  espresion  en  que  se 
convierte  X  al  hacer  este  cambio.  Tendremos 

X„  =  — !— ra:«-»  f   Zdz  —  ^^—^x^'^  r^^^dz 

6  bien,  haciendo  pasar  los  factores  constantes  bajo  el  signo   T,  i 
reuniendo  todas  las  intégrales  en  una  sola,  * 

(4)  X^=:  r^  fix  -^zr-^.Zdz. 
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Asi  la  intégral  gênerai  de  la  eouacion  (  i  )  es 

(5)  7=  fxdx"  =  rj-^  f  {œ^zr-'Zdz-hPn-i, 

sîendo  P,i_i  un  polinomio  arbilrario  en  x  del  grado  n  —  i . 

Para  demostrar  la  generalidad  de  esta  formula,  observemos  que, 
diferenciando  ios  dos  mîembros  de  la  eouacion  (5),  se  obtiene 

(6)  y"      Xdxn-^  =  ~—-j^  (,x--z)-^Zdz-^l^n_, 

represenlando  por  P/i_2  la  derivada  de  P/i-i,  es  decir,  un  polinomio 
arbitrario  en  x  del  grado  n  —  2.  Este  resultado  es  idéntico  al  que 
se  obtendria  camblando  n  en  n  —  i  en  la  formula  (5).  Ahorabien, 
si  se  supone  que  la  formula  se  verifica  para  el  indice  n  —  i ,  se  ve 
que  se  verificarà  tambien  para  el  indice  /i,  puesto  que  la  formula 
(5)  es  la  consecuencia  de  la  formula  (6),  deduciéndose  la  primera 
de  la  segunda  por  medio  de  la  integracion. 

368.  Aplicaciones.  —  I.  SeaX  =  e-^,  i  pongamos  fe^x^dx^^iin- 
Se  hallarà  sucesivamente,  aplicando  la  formula  (5), 

l  dx  I  e^dx^^e'  -hCiX'^Ci^=x  je^dx-^   1  xe^dx  =  xUq  —  Ui, 

I dx  1  dx  l e^dx=ie^ -\-  -C^x^  -^  CjJ?4- C3  =  -  (;r*tto— 2^f/,  4-  u^), 

/^  I  I  I 

o  2  2,0 

i  asi  continuando.  De  estas  formulas  se  saca,  para  Uq^  u^^  u^^ 
ihy  .  .  .,  Ios  siguientes  valores 

1/0=  e*  4-  G,,         ttj  =  (a?  —  i)e*  -h  C„         //,  =  (  J7-  —  2  a;  4-  2 )e*  -+-  C3, 

If.  La  formula  (5)  conduce  à  una  nueva  demostracion  de  la  série 
de  ïaylor,  muy  sencilla  i  élégante. 

Supongamos  que  X  sea  la  derivada /^"^  {x)  del  ôrden  n  de  una 
funcion/(a:).  Es  évidente  que  la  ecuacion 

j.=/(^)-/K)-:Ill£-V'(.r.)-...-^^~^";''"'/(''-)(x.) 


■    •    •    • 


n  —  I 
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es  la  intégral  de  la  ecuacion  (i),  tomada  de  manera  que  j'  i  sus 
n  —  I  primeras  derivadas  se  reduzcan  à  cero  para  x=  Xq,  Pero  la 
misma  intégral  es  dada  por  la  formula  (5),  si  se  reemplaza  Z 
por/^"^  {z)  i  que  se  haga  P„_i  =  o,  se  tiene,  pues, 

/(x)-/(^o)--^^/K)-- ...  -  -;==T-y'"-"(^o) 


=r;^    r{X-Z)-*/(''^z)dz, 


de  donde  se  deduce,  haciendo  x^=.x^-^  h^  \  z=iXss-^h  —  /, 


ô  bien 

(!)    /{X  +  h)  =/{x)  +  '±f{x)  n-  .  .  .  +  ^!ll /(»-«» (^)  +R,„ 

habiendo  reemplazado;r,  porx  i  puesto 

-     r* 


l 


La  formula  (i)  conduce  à  la  de  Taylor  cuando  se  veriGcan  las 
condîciones  relativas  à  la  continuidad,  i  cuando  el  resto  Rn  tiende 
hàcia  cero  a  medida  que  n  aumenta.  La  formula  (2)  da  una  espre- 
sion  del  resto  R/^  que  se  emplea  à  menudo  i  de  la  cual  puede 
deducirse  la  que  hemos  establecido  en  el  n^  83.  En  efecto,  se  saca 
de  la  formula  (a) 

siendo  u  una  cantidad  comprendida  entre  el  mayor  i  el  menor  de 
los  valores  que  toma  /^"^  {x  -^  h  —  t)  cuando  t  varia  entre  o  i  h. 
Este  valor  u  sera  el  de/^"^  (^  4-  A  —  /)  para  un  valor  (i  —  6)  h  de  t 
comprendido  entre  q  i  i  ;  se  tiene,  pues, 
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369.  Integracion  de  ecuaciones  en  las  que  no  figuran  mas  que 
dos  derivadas  de  ôrdenes  consecutivos.  —  I.  Empecemos  por 
coDsiderar  una  ecuacion  de  la  forma 

Haciendo  -^  =p,  se  tendra-^  =/(/));  de  donde 

m 

1 


(3)  .^/ 


^^     •  C, 


/(/>) 


siendo  C  una  constante  arbitraria,  i  p^  un  valor  inicial  cualquiera. 
Sî  puede  resoiverse  la  ecuacion  (3)  con  relacionà/>,  se  tendra 

i,  por  consiguiente, 

(4)  7=   /      cp(j7)flfa7  4-Ci, 

siendo  C|  una  segunda  constante  arbitraria.  Esta  ecuacion  es  la 
intégral  gênerai  de  la  propuesta. 

Si  la  ecuacion  (3)  no  puede  ser  resuclta  con  relacion  &  /?,  multi- 
plicaremos  los  dos  miembros  de  la  ecuacion  (2)  por/?,  i  se  tendra 


de  donde 


'"''='<'' =7^ 


i,  eIiminando/7 entre  las  ecuaciones  (3)  i  (5),  se  hallarâ  la  intégral 
gênerai  buscada. 

II.  Consideremos  ahora,  mas  generalmente,  la  ecuacion  dife- 
rencial 


w         /(S 


'  eù?«-* 


=  0, 
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que  se  rediice  â 
cuando  se  pone 

Supongamos  que  la  ecuacion  (7)  pueda  ser  resuelta con  relacion 
a  -^,  1  que  se  saque 

se  tendra,  por  la  integracion, 

Si  esta  ecuacion  puede  ser  resuelta  con  relacion  à/?,  escribiremos 

siendo  X  una  funcion  conocida  de  x^  i  el  problema  queda  reducido 
al  caso  ya  considerado  del  n^  367. 

Si  la  ecuacion  (9)  no  puede  ser  resuelta  con  relacion  â  /?,  se 
tendra,  en  virtud  de  la  ecuacion  (8), 

de  donde 


si  se  pone,  para  abreviar, 


__  r^'pdp 


podrâ  escribirse 


^'  ~l  fip) 


''£S  =  (P.-^C.)rf-  =  ^  +  C,rf., 


é,  integrando, 


dx 
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i,  continuando  asi,  se  obtendrà  el  valor  de  j^  por  cuadraturas  succ- 
sivas. 

370.  EIjemplo.  —  Encontrar  la  curva  .cuyo  radio  de  carica- 
tura tenga  un  valor  constante  igual  à  r. 

La  ecuacion  diferencial  del  problema  es 


e/K*\* 


(0 


(-s;) 


:=  /•. 


dp 


dy 
Poniendo,  como  antes,  -~-  =/?,  se  tendra 

é,  integrando  por  la  formula  (6)  del  n**  233,  se  halla 

(2)  a?  1=  ~^i=^r=r: -T-  C. 

Por  otra  parte  se  tiene 

dy—pdx—     ^^    ^  ^, 

de  donde 

(3)  7  =  --— L=-hc,. 

Eliminando /?  entre  (2)  i  (3),  se  halla 

(a?  — c)*4-(7  — ct)^  =  r=, 
ecuacion  de  un  circulo  cuyo  radio  es  r. 

371.  Integracion  de  las  ecuaciones  en  las  que  no  fignran 
mas  que  dos  derivadas  cuyos  ôrdenes  difieren  en  dos  unidades 
—  I.   Sea  la  ecuacion 
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Multiplicando  los  dos  miembros  por  2  dy^  se  tendra 

El  primer  mîembro  es  la  dîferencial  de  (•^t-)  ;  se  liene  pues, 

integrando,  i  represenlando  por  G  una  constante  arbitraria  i  por^'o 
un  valor  inîcial  cualquiera  dej^^, 

de  donde  se  saca 

dy 


dx=z 


î,  por  consiguiente, 


(3)  a:=    I  ^y  -H  G,, 


Xi 

^  y* 

siendo  C|  una  nueva  constante  arbitraria.  Esta  ecuacion  (3)  es  la 
intégral  gênerai  de  la  propuesta. 

II.  Pucden  reducirse  al  caso  précédente  las  ecuaciones  de  la 
forma 

que  sôloconlienen  dosderivadas  ^-^>  ,  ^_^'  En  efeclo,  basta  poner 

i  la  propuesla  se  convierle  en 

(0)  F  (g.,,)  =„. 

Supongamos  que  esta  ecuacion  pueda  ser  resuella  con  relacion 
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à  -7-^  )  de  manera  que  se  tenga 

(7)  g=/(/') 

Se  tendra,  por  lo  que  se  ha  visto  en  cl  caso  anterior, 

de  donde 

Si  esta  ecuacion  (8)  puedc  ser  resuella  con  relacion  à  />,  se 
determinaré  y  por  la  ecuacion  (5),  que  esta  comprendida  en  el 
caso  del  n®  367.  Pero,  si  la  ecuacion  (8)  no  puede  resolverse  con 
relacion  â/?,  se  operarâ  como  anteriorniente  :  escribiremos 

d''-\y  pdp 

a   ,      \^pdx—  7-7-^ î 

de  donde 

luego  pondremos 


de  donde 


Es  évidente  que,  continuahdo  de  esta  manera,  se  obtendrâ  el 
valor  de  j^  por  simples  cuadraturas. 


372.  Ejemplo.  —  Sea  la  ecuacion 


se  saca 


dy  d}Y   ,  , 
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ÎDlegrando,  résulta 


de  donde 


(£)=-(/'-^c), 


y/m  dx  = '— 


X  \/m  =  /  •         -H  consl  , 


integrando  de  nuevo,  se  halla 

Vo   V^J*  -h  C 

6  bien 

de  donde 

por  otra  parle,  de  la  idenlidad 


(7  -^  V'/*  -+-  c)  (— 7  -+-  \/7'  ~^c)=ic, 
se  deduce 

(2)  ^^  +  ^^rqr-c=f.e-W-. 

suslrayendo  esta  formula  (2)  de  la  précédente  (i),  se  halla 

y  =:  -de  ^ e     ^  à         y  =  Ae^^     -{-dc    ^     > 

siendo  A  i  B  dos  constantes  arbitrarias. 

373.  Casos  en  que  puede  rebajarse  el  ôrden  de  una  ecuacion 
diferencial.  —  I.  Puede  rebajarse  el  ôrden  de  una  ecuacion  dife- 
rencial  cuando  esta  no  contiene  esplicitamente  la  funcionj^}  sino 
tan  solo  sus  derivadas.  Sea,  en  efecto,  la  ecuacion  del  ôrden  n 

d"*y 
que  no  contiene  k  y,  i  en  la  cual  -7-^  représenta  la  derivada  del 
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ôrden  ménos  elevado.  SI  se  hace  • 


cLc 


m 


P 


f 


la  ecaacion  propaesta  se  rediicirâ  à  la  ecuacion 


^  /  dp  d'^-'^p  \ 

\    '^'  dx  (ia:'*-"7 


que  es  del  ôrden  n  —  /n.  Si  se  sabe  integrar  esta  ecuacion,  de 
manera  que  pueda  delerminarse  el  valor  de/?  en  funcion  de  x^  se 
oblendrà  despues  ^  por  simples  cuadraluras. 

]I.  Puede  siemprc  disminuirse  de  una  unidad  el  ôrden  de  una 
ecuacion  diferencial 

IX  j?  f       dy  d^Y  d'^y\ 

que  no  contiene  la  variable  independienle  x»  Es  évidente  que,  si 
se  lomaâ^como  variable  independienle,  la  ecuacion  propuesta 
estarà  en  el  caso  précédente.  Poniendo,  pues, 


se  tendra 


d}y  ^dp  _     dp  ^ 

dx-       dx  dy' 

,(    dp\ 
d^y_      Vdy)  _      d^p  ./dpV 
dx*~        du-         ~P  dy'-P  \dy) 

d^v 
En  gênerai  -7-^5  considerada  como  funcion  de  /?,  sera  del  ôrden 
cix 

n  —  I.  Sustiluyendo  estos  valores  en  la  ecuacion  (i)  se  llegarâ  k 

una  ecuacion  del  ôrden  n  —  1 .  Si  esta  es  integrable,  se  conocerâ 

el  valor  de  p  en  funcion  de  y^  i  despues  se  delerminarâ  x  por 

raedio  de  la  ecuacion 

P 
lo  que  no  exige  mas  que  una  cuad ratura. 
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374.  Ejempïos.  —  I.  Encontrar  la  curva  plana  cuyo  radio 
de  caricatura  esté  en  razon  inversa  de  la  abscisa, 

La  eciiacion  difereacîal  del  problema  es 

d*y  IX 


dx^ 


a> 


en  la  que  —  représenta  el  prodiicto  constante  del  radio  de  curva- 

tura  por  la  abscisa  del  punto  correspondiente  de  la  curva.  Esta 
ecuacion  no  contiene  âj^,  i  se  reducirà  al  primer  ôrden  haciendo 

^  =  ;?;loqueda 

a-  dp  . 

^^^^  207 ajT 


é,  integrando, 


'^      ~  j?>  -h  c 


de  donde 


y/i  -h/?* 


x^  -4-  c 
P  — 


\ja^  —  (J7*-|-  c) 
é,  integrando  de  nuevo, 

c)  dx 


Jja^^^x^ 


0) 


La  curva  representada  por  esta  ecuacion  es  conocida  bajo  el 
nombre  de  curva  eldstica.  Es  la  forma  que  afecta  una  lamina 
elâstica  fija  en  una  de  sus  estremidades  i  sosteniendo  en  laotra  un 
peso. 

il.  Encontrar  la  curva  plana  cuyo  radio  de  curvatura  sea 
proporcional  d  la  normal, 

Representemos  por /i  un  numéro  dado  positivo  ônegativo;  la 
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ccuaclon  del  problema  sera 

la  cual  no  con^ene  à  x.  Se  reducirà  al  primer  ôrden  poniendo 

dx^^'         dx^'~^^  dy' 
\  se  tendra 

'xpdp 5»  dy 

I  -hjD*       n  y 

Las  variables  estàn  separadas,  i  la  inlegracion  da 

1 
j 


de  donde 


\{i+P^)  =  \{\y-\c)  =  \{^y 


vœ' 


_1 
(a)  rfx  =  [(^i'y-ij      dy. 

Esta  ecuacion  puede  Integrarse  por  la  teoria  de  las  diferenciales 
bÎQoinias,  cuando  n  es  un  numéro  entero,  par  à  impar  (n®  232). 

Examinemos  los  casos  particulares  de  Ai  =  ±:i,n  =  =h2,  que 
son  los  mas  notables. 

1**  /i  ==  —  I  :  la  ecuacion  diferencial  (2)  se  convierte  en 

-  vdy 

dx  =  -• 

i  la  integracion  da 

que  es  la  ecuacion  de  una  circunferencia  teniendo  el  cenlro  sobre 
el  eje  de  las  x. 

2*  /î  =  -i-  1  :  en  este  caso,  se  tiene 
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/f,  iolegrando, 

X  =  cl  (j'  -4-  ^y-  —  c^)  -r-  const. , 

à  bien,  poniendo  la  constante  bajo  la  forma  Ci  — cic, 

.r  —  r,       ,  r  -^  i^r*  —  c* 

lo  que  équivale  a 

(Z)  y'\'\Jy^  —  C'^=^ce  *^   • 

Pero 

(7  -^  ^y'  —  c")  iy  —  v^/*  — <^')  =  c% 

luego 

(4)  r  —  V7*  — ^*  =  ^^     ''  î 

ftumando  miembro  a  miembro  las  ecuaciones  (3)  i  (4))  se  tendra 

X-r,  x-^' 

yz=L\c{e  c   4-e      c    ). 

Lu  curva  representada  por  esta  ecuacion  es  conocida  en  mecânica 
<;on  cl  nombre  de  cadenilla  ;  es  la  forma  que  afecta  un  hîlo  flexible 
iijo  en  sus  extremos  i  somelido  à  la  accion  de  la  gravedad. 

.'l*'  /i  z=:  —  2  ;  se  tiene 


dx      V 


c  —  Y 


y 

<|iie  es  la  ecuacion  dlferencial  de  una  cicloide  en  la  que  eldiâmetro 
(Ici  cfrculo  gcncrador  es  îgual  à  c  (n®  145). 
4<>  /i  =  4-  2  :  se  tiene 

.  \Jc  rfy 

dx  =  • —  • 

<io  dondc 

(0?  — c,)«z=4c(7— c), 

({ue  es  la  ecuacion  de  la  parâbola,  teniendo  el  eje  de  las  x  por 
dircclriz. 

375.  Ecuaciones  homogéneas  con  relacion  à  la  funcion  i  à  sus 
derivadas.  —  Si  la  ecuacion  diferencial  del  orden  n 

,,/  dy  d'^rX 
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d'Y  d^'V 

es  homogénea  con  relacioD  ^y,  -r-y  •  "  y  7-—?  se  puede  reducirlaal 
(Srden  n  —  i ,  por  la  sustitucion  de 

y  —  erxt     , 

siendo  z  una  nueva  funcion  desconocida.  En  efecto,  la  diferencia- 
cion  da 

dw  dx^       \dx  J 

Despues  de  la  sustitucion  de  estos  valores,  el  factor  esponencial 
desaparecerà  necesaria mente  de  la  ecuacion  propuesta^  porqueesta 

ecuacion  es  homogénea  con  relacion  ky^  -^ ,  . . . ,  i  se  tendra  una 

ecuacion  en  z, 

(  dz  ef'*-*  z  \ 

"^[f^^^^di'''''!^^^)—''^ 

del  ôrden  n  —  i .  Una  vez  conocido  el  valor  de  z  se  obtendrâ  el  de 
y  por  una  cuadratura. 

H76.  Ejemplo.  —  Sea  la  ecuacion  diferencial 

d^y        I  dy       v 
dx*       X  dx      x^ 

Ponîendo  j*  =  e*^*»^»"   *,  i  sustituj'endo  los   valores  de -^  i  de 

-y^  encontrados  antes,  se  tendra 
dx* 

dz        ^  \  I 

ctx  X  x^ 

6  bien 

xdz  ~h  z  dx      z^x*  —  I 


dx  X 

Poniendo  xz  =  t^  se  halla 

dt       /•  —  I  __ 
dx  X  ' 


o. 
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6,  separando  las  variables, 

rfe         dx 

h-  —  =  o; 


la  integracioQ  da 

.  f  —  I  .r'  -f-  e  x^  -^  c 

de  donde  se  deduce 

6  bien,  represenlando  por  —  el  valor  arbitrario  ^— 1 

Cj  Xq 

X'  r' c 

zdx^lc^-—^-; 
-0 

luego  se  tiene  . 

f' zdx  X'-^C  C 

377.  Ecuaciones  que  se  redacen  al  caso  anterior.  —  Puede 
reducirse  al  caso  que  acabamos  de  considerar  el  de  una  ecuacion 


^y^d^'d^'''"'dr-)- 


o 


que  no  contiene  la  variable  x  i  que  es  homogénea  con  relacion  à 
las  derivadas 

dv         d*y         d^y 
dx  dx'^  dx^ 

consideradasrespectivamentecomodeprimero,segundo,tercer, .  . . 
grado,  porque,  si  se  pone 

dy 

rx=p^ 

se  tendra 


d 
dx 
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i  despues  de  la  sustitucion  de  estos  valores,  la  ecuacion  sera  del 
ôrden  n  —  i,  i  homogénea  con  relacion  kp^  ~,  ^^,  ...,  lo  que 
permilirà  reducîrla  al  ôrden  n  —  2. 

378.  Ejemplo.  —  Sea  la  ecuacion 

(■)  S=/</)(S)'- 

Haciendo  las  sustituclones  indicadas,  esta  ecuacion  se  reduce  à 


p-^=/(y)p^ 


6  bien 


(2)  ^-p/(y)=o, 

ecuacion  homogénea  con  relacion  â/?  i  â  -~^.  Si  sehace 

fizdy  ,      j         ,  dp  (^  zdv 

p^=ie'y<>      y         de  donde         -=-  =  <5e''ro      , 

dy 

se  tendra,  susliluyendo  estos  valores  en  la  ecuacion  (2),  i  supri- 
miendo  el  factor  comun  e^y^'^^^ 

-  =Ayh 

luego 

/^  f{y)dY 

pz=z  e  y^ 
é  integrando  de  nuevo,  se  obtiene,  para  intégral  gênerai, 


=  C+fe-'yJ''^'"'dy, 


la  cual  contiene  las  dos  constantes  arbitrariasjKo  i  C,. 


ISJeroicios. 

\,  Encontrar  una  curva  plana  tal^  que  la  proyeccion  del  radio  de  curva 
tura  sobre  una  direccion  Oja  sea  de  una  longitud  constanle  igualâ  c. 

39 
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Solucion  : 

=  1  sen  — —  j 

c  c 

siendo  Xq  é^o  dos  constantes  arbitrarias. 
2.  Integrar  la  ecuacion 


•  I  • 


Solucion  : 


dx  dx'^   '     ar* 


y  =  e^x,'"-. 


siendo  el  valor  de  z  defînido  por  la  ecuacion 
-  I  ,  xs-^i  3 


1  •- ——-=:=:  -  ^  arc  tang  (xz-'i)  =  C 


3.  Integrar  la  ecuacion 


1 
( dv^ -^  v^ dx^)i 


1  dy*  dx -^  jr*  dx^  — yd^y  dx     '^ 
Solucion  : 

I     y  —  c 

ar  =  Cl  H —  V2CV  —  c*  -4-  arccos . 

c^      ^  y 
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LECCION  XLIV. 

INTEGRACION  DE  LAS  ECUAGIONES  DIFERENCIALES  LINEALES 

SIN  SEGUNDO  MIEMBRO. 


379.  Definiciones.  —  Se  da  el  nombre  de  ecuaciones  diferen- 
ciales  lineales  à  todas  aquellas  ecuaciones  diferenciales  en  las 
cuales  la  funcion  desconocida  i  sus  derivadas  de  diversos  ôrdi^oes 
no  entran  mas  que  en  la  primera  potencia  i  no  estàn  multiplicudas 
entre  si. 

La  forma  gênerai  de  las  ecuaciones  lineales  con  dos  variables  es 

represenlando  P,  Q,  . . . ,  T,  U,  V  funciones  cualesquiera  de  la 
variable  independiente  oc , 

En  el  caso  en  que  el  término  V,  independiente  de  jk  i  de  sus 
derivadas,  se  reduce  à  cero,  se  dicc  que  la  ecuacion  diferencial  es 
homogénea  6  sin  segundo  miembro. 

380.  Propiedades  de  las  ecuaciones  lineales  sin  segundo  miem- 
bro.   —  I.   Si  la  ecuacion  lineal  sin  segundo  miembro 

es  satisfecha  por  las  funciones  particulares  yi^y2j  •  •  •  »  J^/»>  lo 
sera  tambien  por  la  suma  de  estas  funciones  multiplicadas 
cada  una  por  una  constante  arbitraria. 

En  efecto,  si  se  pone 

y  =  G, J'i  -h  C,7i  H-  ...  4-  C,„7,n, 


452 
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se  tendra 


dx 

d\y 
dc^' 


dx 


dx 


..  -hC 


//i 


-c, 


dy, 

dx^' 


-+-C. 


dx^ 


-\- 


'm 


dx 
dx*' 


fit,  1     yV/yW  *     ^O?'* 


rf^V 


^^ 


€/a"  *  e/a;«    '  ^"^  dx'^  "'  ^^'* 

La  suslitucion  de  estos  valores  en  el  primer  miembro  de  la  ecua 
cion  (g)  da 


Cl 


c, 


dx 
d"Y^ 


-  ^^  dx-'  -V  ...  +1 


^.ri 


U/.) 


Z7^-^£^r----Tê-U^« 


r    f  — *2!^  _u  P  __:2^ -u         ,  rp  dy„j_      ...  . — 


C/J7' 


€/j7' 


dx 


porque  las  espresiones  contenidas  en  el  paréntesis  son  nulas,  por 
hipôtesis;  luego  la  ecuacion  queda  salisfecha. 

Résulta  de  esta  propiedad  que  si  se  conocen  n  soluciones  par- 
ticularesyi  ,^2,  . . .  ^y,i  de  la  ecuacion  (g)  se  tendra  la  intégral 
gênerai ,  poniendo 

y  =  C,7,  -h  C,jKs  -H  . . .  -i-  C„7;i, 

siempre  que  las  constantes  sean  taies  que  se  pueda  atribuir  d 
la  funcion  y  id  sus  n  —  i  primeras  derivadas  valores  arbitra- 
rios  para  un  valor  cualquiera  de  x  (n®  330). 

Esta  ûltima  condicion  no  séria  llenada,  si  existiese  una  relacion 
lineal  entre  j^i,jk2î  -  -    -^yn'^  porque,  en  este  caso,  se  tiene 

yn  ~  «1  Ji  -H-  «ïji  -1-  ...  -h  a„_i7;»-j, 

siendo  ai,  a^^  . .  .  ,  an-\  coeficientes  constantes;  i  sustituyendo 
este  valor  de  yn  ^n  la  espresion  de  j^',  la  reduce  a 

y  =  0\y\  -H  c,7,  4-  . . .  -i-  c„-,  yn^u 

formula  que,  no  conteniendo  n  constantes  arbitrarias,  no  puede 
séria  intégral  gênerai. 
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IL  El  ôrden  de  iina  eciiacion  lineal  sût  segundo  miembro 
puede  siémpre  ser  rebajado  de  una  unidad. 

En  efeclO;  la  ecuacion  lineal  sin  segundo  miembro  pertenece  à  la 
clasc  de  las  ecuaciones  homogéneas  con  relacion  ky'xk  sus  deri- 
vadas,  î  puede  rebajarse  el  ôrden  de  una  unidad,  poniendo  (n**  375) 

La  ecuacion  loraa  entônces  la  forma  * 

iï  ^  ^  £S  -+-  . . .  4-  (  5»  +  P  5«-*  4-  Q  z^-^  +...+T^-hL^)==o; 

pero  es  de  observarse  que  la  ecuacion  asi  Iransformada  cesa  de 
ser  lineal. 

381 .  Integracion  de  las  ecuaciones  lineales  sin  segundo  miem- 
bro con  coeficientes  constantes.  —  Supongamos  que  en  la  ecua- 
cion lineal 

los  coeficientes  P,  Q,  . .  .  ,  T,  U  sean  canlidades  constantes.  Si 
reemplazamos,  en  esta  ecuacion,  j^  por  e^^,  siendo  r  una  constante 
indeterminada,  se  obtiene 

e'-^(r«-+-Pr«-*-hQr«-M-  ...  -hTr -h  U)  =o. 

Representemos,  para  major  senciliez,  por  /(/')  el  polinomio 
dentro  del  paréntesis,  i  consideremos  la  ecuacion  algebrâica 

(y)  /(r)  =  r«  4-  Pr«-*  -+-  Qr'"^  +  . . .  4-  Tr  4-  U  =  o 

que  se  Uania  la  ecuacion  caracteristica.  Es  évidente  que,  si  se 
toma  para  r  una  de  las  raices  de  esta  ecuacion  (y),  el  valor^  =  e'"^ 
satisface  à  la  ecuacion  (P),  i  sera  un  valor  particular  de  la  fun- 
cion  j^. 

Luego,  si  llamamos  /'i ,  r2,  . . .  ,  r^  las  n  raices  de  la  ecuacion  (v), 
i  las  suponemos  todas  dis  tintas,  tendremos  n  solucioncs  particu- 
lares  e'**^,  e'"*^,  .  .  . ,  e'"«^,  i  la  intégral  gênerai  sera  (n®  380) 

(i)  7  =z  Cie»-»*  4-  C,e'-«*  4-  ...  4-  CnCn'. 
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Para  que  esta  espresion  sea  efectivamente  la  intégral  gênerai  de 
la  ecuacion  propuesta,  es  necesario  que  se  pueda  atribuîr  à  las 
constantes  valores  taies,  que 


dy 


dx-' 


r/«-»v 


•  •  ? 


^'         dx'         dx-'  dx'^'^ 

tomen,  para  x  =  Xq^  los  valores  arbîtrarîos 


joy  Joi  ./ 0'  •  •  •  y  jo 


Vamos  à  démos trar  que  esta  condicion  es  Uenada  en  el  caso  que 
consideramos,  es  decir,  cuando  las  n  raices  de  la  ecuacîon/(r)  =  o 
son  todas  distintas. 
Si  se  hace,  en  gênerai, 


el  valor  (i)  de  y  tomarà  la  forma 
i  se  deduce,  por  diferenciacion, 

dy 


c„e'*/if  *-*•', 


dx 

d^_ 
dx*'" 


=  c,r,c''»(^-*»>  -\-  c,r,e''«t«-*o)  _^  . . .  4_  c„r;,e''rt  (*-*•>, 


c,r*<?''«^*-*»>  _l_  c,  r*  e'*«f*-'*«J  -f-  . . .  4-  C;,rJe'•n^*-*•^ 


d'^-^y  __ 


dx"-^ 


=:C4rJ-»e''tf*-^«>  -Hc,rJ-»e'*«(^-^«)  -h  . . .  -f- C;irJ-*e''/i <*-*•>. 


Para  x  =  Xq,  se  tendra 


7o  = 

y;- 


=  Cl  -h  Cj  -h  ...  -H  Cjj 

=  Ciri  -i-c,r, -h  .. .  -4-c„r;^ 
—  Cj  /'j  -+-  Cj  r^  4-  ...  ~\-  Cfi  r,j, 


i,(«-i)  — 


=:c«r 


1'  1 


«-1 


Cj/'j       4-  ...  -h  CfiVf^ 


fl-\ 


Se  trata  ahora  de  hacer  ver  que  pueden  sacarse  de  esta  ecuacion 
valores  finitos  i  determinados  para  Cf,  C2j  .  . .  ,  Cn^  A  este  efecto, 
i.iultipliquemos  estas  ecuacion  es  respectivamente  por 
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i  sumémoslas  ;  se  tendra 

A  =  c,cp(r,)  -+-c,(p(r,)-i-  ...  -+- c,t<p(r„). 

habiendo  piiesto^  para  abreviar, 

A  r=  Ko  vo  +  K,/;  4-  K,  j^;  ^  . . .  +  K„.,7r*^  -^yo""'^ 
9  (/•)  =  Ko  4-  K,/'  -f-  K,rî  -+-...  H-  K„_,r«-*  -h  r«-'. 

Supongamos  que  se  quiera  determinar  ci  ;  se  dispondrà  de  los 
factures indeterminados  K  de  manera  que  ?  (''i  )»  ?  (''a)'  •  •  •  j  ?  (''n) 
se  aoulen,  méDOs  ç  {vi)  ;  i  la  ecuacion  précédente  darâ 

A 


Cy=: 


Las  condiciones  por  las  cuales  déterminâmes  los  factures  K 
espresan  que  la  ecuacion 

«p(/-)  =  o 

tiene  por  raices  /'i ,  Tj  ,  .  .  .  ,  rn  ménos  ri*  Pero  la  ecuacion  (y)  tiene 
estas  mismas  raices,  inclusa  r/;  luego  podrâ  escribirse 

r«4-Pr«--' 4-0r«-«-f- ... -hTr-hU 

Efectuando  la  division  en  el  segundo  miembro,  é  igualando  de 
un  lado  i  otro  los  coeficientes  de  las  mismas  potencias  de  r  se 
tendra 


Ko=:T+  ...  -+-Pr,«-2-f.rf«--», 

ecuaciones  que  determinan  los  factores  K. 
La  espresion  ç  (r)  se  hace,  para  r  =  rt^ 

de  donde 

_     A 

lo  que  es  un  valor  determinado,  porque,  por  hîpôtesis,  notcniendo 
la  ecuacion /(r,)  =  o  raices  multiples,  el  denominador /'(/•,•)  no 
podrâ  ser  nulo.  Asi  nuestra  solucion  de  la  ecuacion  diferencial 
propuesta  satisface  bien  a  la  condicion  que  debe  Uenar  la  intégral 
gênerai. 
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382    Ejemplo.  —  Sea  la  ecuacion 

d'Y       ,. 

Se  tiene 

/(r)=zr«-A-«  =  o, 
de  donde 

r  —  ±.  Â , 
î,  por  consiguiente, 

383.  Casos  de  las  ralces  imaginarias  desiguales.  —  Cuando  la 
ecuacion  (y)  tiene  raices  imaginarias,  la  formula 

représenta  tambien  la  intégral  gênerai,  pero  contiene  espresiones 
imaginarias.  Para  poner  la  intégral  bajo  forma  real,  se  reunirân  los 
términos  correspondientes  à  las  raices  conjugadas,  i  asi  los  espo- 
nenciales  imaginarios  quedarân  reemplazados  por  senos  i  cosenos 
de  arcos  reaies.  En  efecto,  sean 


dos  raices  imaginarias  conjugadas  de  la  ecuacion  (y);  se  tendra 

=  e^[{C^  -+-  Ci)cosp j:  -h  (Cj  —  Gj)  v/^^senpa?], 

6  bien 

Ce»*»*  4-  Cje'"**  =  e«*(A  cosp^  4-  Bsenpar), 

poniendo 

A  =  C,  4-  C„        B  =  (C,  -  COv/~ï  ; 

A  i  B  representan  constantes  arbitrarias  que  puede  siempre  supo- 
nerse  reaies. 

Puede  todavia  simplificarse  esta  espresîon,  poniendo 

A— Gcos^,        Br=  — Gsen^, 
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lo  que  da 

c^(Acospa:"  -+-  Bsen^j;')  —  Gc*^cos(pJ7  4-  g)  ; 
entônces  G  i  ^  son  las  dos  constantes  arbitrarias. 

384,  Ejemplos.  —  I.  Sea 

aqui  se  liene 
liiego 

II.  Sca 

d.T^       dx        ^ 

La  ecuacion  caracteristica  es 

r'  —  /•  —  6  =  0, 
de  donde  se  saca 

r,  =z2,         f\  —  —  i-^sl'isf^,         r3  =  — I— v^2v/— I, 
i,  por  consiguiente, 

j^zir  Ce*^-4-  e~*[A  cos(a:v^2)  -f-  B  sen(a;v^2)]. 

385.  Caso  de  las  ralces  iguales.  —  Si  la  ecuacion  (y)  tiene  [a  rai- 
ces  iguales  r<  =  r,  =  Ta  =  . .  .  =  r^^,  la  ecuacion  (i)  tendra  [x  térmi- 
nos  que  se  confundirân  en  un  solo  (C|  -+-  C2  +  C3  H-  . .  .  +  Cjjt)^''*^? 
i  no  contendrà  mas  el  numéro  de  constantes  arbilrarias  para  ser  la 
intégral  gênerai.  Pero  es  todavia  fâcil  encontrar,  en  este  caso,  la 
intégral  gênerai,  por  uno  de  los  métodos  siguientes. 

Método  de  Alembert.  —  Supongamos  que  r^  i  r^  sean  dos  rafces 
iguales,  pueden  alterarse  infinitamente  poco  los  términos  de  la 
ecuacion  (^)  de  manera  que  la  ecuacion  (y)  no  tenga  mas  raices 
iguales,  i  que,  por  lo  tanto  la  iiitegral  gênerai  sea  dada  por  la 
formula  (1).  Cuando  los  coeficienles  tiendan  liàcia  los  de  la  ecua- 
cion (g),  la  intégral  tenderâ  hâcia  un  limite  que  satisfarâ  necesa- 
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riamente  â  la  ecuacion  propuesta,  i  que  sera  la  intégral  gênerai  si 
contiene  n  constantes  arbilrarîas. 

Esto  entendido,  en  lugar  de  poner  înmediatamente  rj  =  ri,  ha- 
gamos  rj  ^  r,  -\-  k,  lo  que  darà 

_y  =  C,«'''*-i-C,e'.=^A*-t-C,e'-'*-i-  ...  +C„e'-'>', 


—  «•■•'{ C,  +  C,  +  C,  Aa;  4-  C  -^  x'  -h  . . .  ) 
+  C,e'--'+  ...  -i-C^.e'-"^ 
<3  bien,  ponïendo 

C,  +  G,^D,,        C.ArzD,, 
se  tendra 

^c'-'^Td,  h-D,j;  +  D,A  — +  D,A'  j|--i-  ...  )  +C,e'''*+  ...  +C,e'"' 

Siendo  las  constantes  C|  î  C3  arbilrarîas,  paeden  siempre  ser 
escogidas  de  manera  que  D|  i  D^  tcngan  valores  finitos  por  pequeno 
que  sea  h,  Asi  para  A  =  o,  se  teudrâ 

j-  =  e'--'(T},  -<-D,.r)  -;- Ce--.^^  H-  ...  4-C,e'-»', 

espresionque  contienen constantes distinlas,  cuandori,  r^,  . . .  .r» 
son  raiccs  diferentes. 

Cuando  très  rai'ces  son  iguales,  se  supone  primero  la  ecuacion 
modilicada  de  manera  que  dos  raîces  solamente  sean  iguales,  lo  que 
(la  la  intégral 

v  =  c'"''"(D, -t-D,,r'l-^C,e''''  +  Ci*?''''+  .-.  -h  G.e'"*. 

Despiics,  ponïendo  r»  =  r,    -  A,  se  tendnt 

,v  =  e-  '  I  D,  -!-  C.  -,-  V  D,  +  C,  /,  )  ,.■  +  ~^x'  -i-9l^x*  +  ...\ 
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G  bien,  haclendo 


D,4-C,  =  E„  D,-rC,/irr:E„  ^=E„ 


i.a 


se  escribirà 


y  =:  e»"'*  [  El  -4-  E,  J7  -h  E^x*  -+-  E,/i  ^  -h  . . .  j 

ecuacion  que,  para  A  =  o,  se  hacc 

7  =  e»*»*  (E,  -h  Eja?  -f-  Ejo:»)  4-  Qe''**  4-  ...  4-  C;,e'-«*. 

Continuando  asi  se  verà  que,  si  jjii  représenta  el  grado  de  mulli- 
plicidad  de  la  raiz  Ti,  la  intégral  gênerai  tomarà  la  forma 

siendo  P|  an  polinomio  arbitrario  en  Xy  del  grado  (jli  —  i . 

En  gênerai,  sean  Ti  ,  r2,  .  . . ,  /'i  las  raices  distintas  de  la  ecuacion 
caracteristica,  i  |jli,  [jl2)  ...,1x1  sus  respectivos  grados  de  multipli- 
cidad,  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  sera 

(3)  7=izP,e'-'*-l-Pje'*«^4-  ...  -hPicn», 

siendo  P,,  P2,  .  .  .  ,  P/  polinomios  en  x  con  coeficientes  arbitrarios 
i  cuyos  grados  respectivos  son  jjli  —  ij  [f*2  —  i  >  . . .  ,  [Xi  —  i . 

Segundo  Método.  —  Observemos  primeramente  que,  si  «  i  t^  son 
dos  funciones  de  x,  se  tiene 

d{uç)  T=  udv  -{-  çduy         d^{uv)  ■=  ud^v  -\-  2  du  dv -h  vd^u. 


d"  (uv)^=z  II  d^v  -\-  ndu  û?'*-^  -h  '^-^ —  d}u  d'^-^v  -f-  .  .  . 

1.2 

4-  n  d^~^  u  dv  -h  V  d'^u. 

Eslo  entendido,  reemplacemos,  en  la  ecuacion  (|S),J'por  uv. 
La  ecuacion,  ordenada  con  relacion  à  la  funcion  u  i  à  sus  dériva- 
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das,  se  convierte  en 

-+- 

que  piiede  escriblrse  asi, 

, ,  X  XT  Tr  du        V,  d^u  V„  d'^u 

W  V.„-HV,3j^-jj,....+  ^^  =  «. 

poniendo 

_,        rf«r       T^û?'*"^'  rf^diy       -, 

^•  =  «£S-^(«-OP^+...+Tr, 

V,  = /l  («  -  I  )  ^-^^  4- (/l  -  I  )  (/l  -  2)  P  ^-^,  4-  .  .  .  -h  I  .2 .  S(^. 

Si  se  hace  p  :^  e'**^,  i  que  se  su  prime  cl  factor  comun  e''^^  la 
ecuacion  (4)  tomarà  la  forma 

^.  >.  /    N  ^f ,    ^  du        ^„,    ,  d^u  d^u 

(5)  /(0«4-/'(/-)^+/V)5^-H...  +  ^.=0, 

representando  /(/).  como  antes,  el  polinomio 

rn  -^.  Pr«-»  -1.  ...  4-  T/ -h  U, 

del  primer  miembro  de  la  ecuacion  caracteristica. 

De  este  resultado  se  desprenden  las  consecuencias  siguientes  : 
i"  Si  /'i  es  raiz  simple  de  la  ecuacion 

la  ecuacion  (5)  queda  satisfecha  poniendo 


'•  =  '•■'       ;7:r,  =  o, 


INTEGRACION  DE  LAS   ECUACIONES   DIFERENCIALES   LINEALES.  46 1 

siendo  Cf  una  constante  arbitraria;  de  dondej^  =  C|  e'"*-^.  Luego 
si  todas  las  raices  son  désignâtes,  se  tendràn  n  intégrales  particu- 
lares  conteniendo  cada  una  de  ellas  una  constante  arbitraria,  i  cuya 
suma  formarà  la  intégral  gênerai . 

2"  Si  r,  es  una  raiz  doble,/(r,)  i/'(r,)  serân  nulas,  i  la  ecua- 
cion  (5)  quedarâ  satisfecha  poniendo 

dx 
de  donde  ' 

ff  =:  Cl  4-  Cjo;,        y  —  e»-»*  (Cj  -h  Cjx). 

3®  Si  r,  es  raiz  triple, /(ri ),/' (/'i ),/"  (r,)  serân  nulas,  i  la 
ecuacion  (5)  quedarâ  satisfecha  poniendo 

de  donde 

z/  —  C,  4-  Cj jr  -4-  C,^*,        y  =  e''»'  (C^  4-  C,a?  -h  CjO?'), 

i  asi  sucesivamenle  ;  lo  que  nos  conduce  à  las  formulas  (a)  i  (3)  ya 
establecidas. 

Tercer Método.  —  Sustituyendo  â^  la  funcion  e^^  en  el  primer 
miembro  de  la  ecuacion  (3),  se  tiene  idénticamente 

fin  grx  ^n-l  ^rx  ff^rx 

Difercnciando  sucesivamente  con  relacion  â  r,  se  halla 

fin  pTX  /***  //«— 1  P^X  T* 


La  ecuacion  (6)  rauestra  que  se  satisface  â  la  ecuacion  diferen- 
cial  (g)  poniendo  ^  =  e'"*-^,  siendo  /'i  una  de  las  raices  de  la  ecua- 
cion /(/')  =  o. 

Si  Ti  es  raiz  doble,  se  tiene /'(r^)  :=  o,  ila  relacion  (n)  muestra 
que  se  puede  tomar  ^  =  e'"*^^,  lo  que,  con  e'"*-^,  hace  dos  solu- 
ciones. 
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Si  /*!  es  raiz  triple,  ademas  de  las  dos  soluciones  ya  obtenidas  se 
deducirà  de  la  ecuacion  (8)  la  solucion  j'  =  e''^^^,  i  asi  sucesîva- 
mente. 

Luego  à  cada  raiz  multiple  corresponderà  un  numéro  de  solu- 
ciones igual  al  grado  de  multiplicidad.  Multiplicando  todas  estas 
soluciones  por  constantes  arbitrarias  i  sumàndolas,  se  tendra  la 
intégral  gênerai. 


lyerclcios. 

1.  Hallar  la  intégral  de  la  ecuacion  diferenciai 

Solucion  : 

f^     ^      fy  "i-T^  r^  air  ^3-1:  ^  3ir 

y  ~  de^-H  Gscos  — X  -hCasen  —  x-\-  G4COS  — a? -h  Cssen  —  rr-h  . . . . 

n  n  n  n 

2.  Hallar  la  intégral  de  la  ecuacion  diferenciai 

-r-^  =  o. 
dx*^ 

Solucion  : 

y  =zCi-h  CtX  -h  Csar*  -^  ...  -1-  CnX^-K 
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LECCION  XLV. 


LXTEGRACION  DE  LAS   ECUACIONES  DIFERENCIALES 

LINEALES   COMPLETAS. 


386.  Integracion  de  nna  ecuacion  lineal  compléta  en  el  caso  de 
que  se  conozca  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  sin  segundo 

miembro.  —  Pongamos,  para  simplificar, 

siendo  P,  .  .  .  ,  T,  U  funciones  de  a:,  i  considercmos  la  ecuacion 
iineal 

M  *(v)=zv, 

cu^o  segundo  miembro  V  es  igualmente  una  funcion  de  x.  Digo 
que,  si  se  conoce  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion 

sin  segundo   miembro,  se  podrâ  hallar  la  intégral  gênerai  de  la 
ecuacion  (a)  por  simples  cuadraturas. 
Sea 

(0  y  =  C<7,  -+-  Cj j,  4-  ...  4-  Cny» 

la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  (p),  siendo  Ci,  C2,  .  . .  ,  C,, 
constantes  arbitrarias.  Si  se  considéra  à  las  constantes  arbitrarias 
Cl,  C2,  ...  ,  Cn  como  funciones  de  x  indeterminadas,  el  segundo 
miembro  de  la f6rmula(i  )  podrarepresentar  una  funcion  cualquiera^ 
i,  por  consiguiente,  esta  formula  es  susceptible  de  espresar,  en 
particular,  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  (a).  Se  puede  tambien, 
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si  se  quiere,  atribuir  k  n  —  i  de  las  conslantes  C|,  Co,  .  .  .  ,  C«  va- 
lores  a  voluntad,  6  establecer  entre  ellas  n  —  i  relaciones  cuales- 
quiera,  porque  quedando  indeterminada  una  de  estas  constantes 
arbitrarias,  no  se  hace  otra  cosa  mas  que  sustituir  à  ^  una  nueva 
variable. 

Diferenciando,  pues,  la  ecuacion  (i)  en  la  hipôtesis  de  las  arbi- 
trarias variables,  tendremos 

iè!— c  ^-hC  1^4-. ..-hC   ^ 

dx         *  djc         *  dx       '  '  '         ""  dx 

dCji  dCjn  dCj„ 

î,  puesto  que  podemos  establecer  n  —  i  relaciones  entre  las  arbi- 
trarias, pondremos  primeramente 

<fCf  dCjn  dC„ 

dy 
por  consiguiente,  el  valor  de  -^  sera  simplemente 

^  —  C^-i-C—  -f-C   — 

dx         *  dx         *  dx       '  ■  *  "^  dx* 

de  suerle  que  tiene  la  misma  forma  que  en  la  hipôtesis  de  las  arbi- 
trarias constantes. 

Formemos  igualmentc  las  derivadas  siguientes  àey  hasta  la  del 
ôrden  n  —  i ,  operando  de  la  misma  manera,  es  decir,  estableciendo 
entre  las  arbitrarias  las  relaciones  necesarias  para  que  las  espresiones 
derivadas  dey  sean  las  mismas  que  en  la  hipôtesis  de  las  arbitrarias 
conslantes.  Es  évidente  que  las  relaciones  de  que  se  trata  seràn 

dC\  dOin  dC, 

dvf  dC,       r/r,  dC^  dy.,  dC. 

(  2  )      /   dx   dx        dx  dx        '  '  *       dx    dx  * 


</«-«>',  dC,       ^«-«v,  dC.  d'^-^Vn  dC„ 

dx'^-^  dx        dx"-*   dx        '  "        dx^-'*    dx  ' 
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i  se  tendra,  al  mismo  tiempo, 


Nos  falta  todavfa  hallar  el  valor  de  ^r^l  pero  no  podemos  esta- 

blecer  una  nueva  relacion  entre  las  arhltrarias,  i  la  ûltînia  de  las 
ecuaciones  (3)  nos  darà,  por  la  diferenciacion, 

^^^        '  d--^y,  dC,       d-\r,  dC,  ^        ^  d-^y,  dC„ 


dx"~^    dx         ^J7«-*    dx        "  *         dx"-'^    dx 

Sustituyamos  ahora,  en  la  ecuacîon  (a),  les  valores  dejK  î  de  sus 
n  primeras  derivadas,  sacados  de  las  ecuaciones  (3)  î  (4);  resultarà 

d-^y,  dC,       d-y,  dC,  d-'\r„  dC,  _ 

dx''-^    dx        ^a?«-*    dx  "^  •  •  •  ^  dx^-'i    dx  ~     ' 

Ahora  bien,  las cantidades  4>(y,),  ^(^a)^  •  •  •  >  ^CXn)  «on  nulas, 
por  hipôtesis  ;  luego  se  halla 

(S)       ^"-'/i  dc,  ^  d-\n  dC,  ^         ^  d-^n  dCn  _ y 

dx*^-^    dx        dx^~^    dx  dx"^-^    dx 

et      .  1  •         dCt     dCf  dC»    « 

Se  tiene,  para  determmar  -r— >  -; — >  •  -  •  >  -j; — >  las  n  —  i  ecua- 
'  ^  dx      dx  dx 

ciones  (2)  i  la  ecuacion  (5).  Supongamos  que  su  resolucion  dé 
dCi Y  ff*^  —  Y  <^C« Y 

resultarà 

Xndl\ 


Cl  =  Cl  -+-  I     X,  dx,  C,  =r  C,  -r   /     Xt  dx,  .  .  .  ,  G^  =:  C„  -f-    / 


n 


3o 
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i,  por  consiguiente 


y^(c^-hj    Xiûfo;  W, -f-^c,4-  ^    ^ida;jyi'h...-h(cn-\-j    X^da:jyn 


^0  '  \  */  j«^ 


387.  Caso  en  que  los  coeficientes  de  la  ecuacion  ^(j)  =  o  son 
constantes.  —  Si  P,  Q,  . .  .  ,  T,  U  son  constantes,  se  puedehacer 
y^  =  e'*»^,  jKa  =  e''^,  ...  ,  j«  =  €'*«^;  siendo  r,,  r^,  .  .  .  ,  r„  las 
raices  de  la  ecuacion  caracteristica 

/(r)  =  r'»  4-  Pr«-*  -h  . . .  H-  Tr  -H  U  r=  o. 

Enlônces  las  ecuaciones  (2)  i  (5)  se  convierten  en 

ax  dx  dx 

dCi  dQà^t  dOtm 

^'^'■"  rfF  -*-  '•'«'■*'  ^  +  ■  ■  •  +  '•"^'■"^  -5^ = °^ 

• •> 

r«-ier,*  ^  +  rî-'e--^  :^  +  . . .  +  rj-'e-"»»  ^=  V. 
'  ao;  aa?  eu? 

Por  el  método  de  eliminacion  ya  empleado  en  ei  n®  381,  se 
tendra 

dx       f{r,)' 
de  don  de 


C.= 


/'(/•l) 


Anâlogos  valores  se  obtienen  para  Co,  Cj,  .  .  • ,  C/i,  i,  por  consî 
guicnte,  se  tendra 


(  c,  4-  j  Ve-'*«*t/a:  W'-t*       (  c,4-  r  Vc-''«*c^^  je''»* 


(A)/ 


/--^ ^^?rri-^ + 


.L.  -4- i!!2 
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388.  Ejebiplo.  —  Sea 

En  este  caso,  se  tîene  n  =  2,  ri  =  A:,  r2  =  —  A*. 
La  intégral  gênerai  sera,  pues, 

y  =:  e**  /^ci  -t-  -^  I  Ye-^'^dx^  -h  e"**  fc^  —  JL  Ç  Ve^^dÀ  • 

389.  Otro  método  para  la  integracion  de  una  ecuacion  lineal 
compléta.  —  Cauchy  ha  dado  otro  método  para  resolver  el  pro- 
bleraa  de  que  nos  hemos  ocupado  en  el  n®  386.  Hé  aqui  en  que 
consiste. 

Sea  la  ecuacion  lineal 

cuyo  segundo  miembro  representamos  por  F  (x).  i  supongamos 
conocida  la  intégral  gênerai  j^  r-:  Y  de  la  ecuacion 

Las  n  arbitrarias  que  figuran  en  la  funcion  Y  pueden  ser  deter- 
minadas  de  manera  que  se  tenga,  para  x  =  a, 

,  s  ^  rfY  d»-*Y  rf»-«Y      _.,   ^ 

(•)Y  =  o.       ^  =  0,       ....      5p^j  =  o      .      ^^^.:.F(a). 

i  digo  que  la  ecuacion  (a)  qucdarâ  satisfecha  poniendo 


(2)  y^J 


Ydoi. 


En  efecto,  se  tiene,  diferenciando  esta  formula  i  representando 
por  (Y)  el  valor  de  Y  para  a  =  ^, 


6  simplemente 

•^0 
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porque,  teniendo  lugar  las  formulas  (i),  cuando  se  reemplaza  x 
por  a,  es  claro  que,  cuando  se  reemplaza  a  por  x^  la  cantidad  Y  es 
idénticamente  nula. 

Anulàndose  igualmente  las   derivadas    -j-^  >  •  •  •  >    .  ^^  ^ ,    para 

a=  Xj  se  tiene,  por  diferenciaciones  sucesivas, 


dx*~J    dx*      ' 


0 


(4)  id^"]     d^      ' 


0 


4  —    ■      #   -   *  doi. 
dx'^-^       J     dx*^"^ 

0 


Por  ûltimo,  una  nueva  diferenciacion  da 


siendo  f    ,  ^_^  J  el  valor  que  toma    ,  ^_^  para  a  =  ar.  Es  évidente 

que  este  valor  es  F  (a?),  puesto  que,  por  hipôtesis,    .  ^  ^  se  reduce 
à  F  (a)  para  a?  =  a,  asi  se  tienc 

Sustituyamos  ahora,    en  la  ecuacion   (a),  los  valores   de  y, 

dv  d^Y 

—>  '■■>  -T^  sacados  de  las  formulas  (a),  (3),  (4)  i  (5) ;  se hallarà 


/    [dx" 


„  rf'-'Y  „  rfY      ,,„\   . 


lo  que  es  una  identidad;  porque  el  coeficiente  de  da  debajo  del 
signo  /  es  nulo  por  hipôtesis. 

Conocemos  asi,  por  este  método,  una  solucion  de  la  ecuacion 
(a);  representémosla  por  X  i  pongamos 
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El  resuUado  de  la  sustîtucion  de  este  valor  en  la  ecuacion  (a)  sera 

dx"'  dx'^-^       '  '  '  dx  ) 

d'^z       ^  d'^^^z  dz 

Pero  la  primera  parte  del  primer  miembro  es  igual  à  F(j:); 
luego  la  ecuacion  se  reduce  à 

d^z      nd^'-^z  ^dz       ,, 

que  no  es  otra  cosa  sino  la  ecuacion  (p),  en  la  que  la  letra^  esta 
reemplazada  por  z.  De  ahi  se  deduce  que,  para  obtener  la  inté- 
gral gênerai  de  la  ecuacion  {ol)  basta  hallar  la  de  la  ecuacion 
(p)  £  agregarle  la  espresion  X. 

Si  los  coeficientes  P,  . .  . ,  T,  U  son  constantes,  i  que  represen- 
tamos  por  r^,  ra,  ,  .  ,,  r,i  las  raices  distintas  de  la  ecuacion  carac- 
teristica 

/(r)  =::r«  -hPr"-»-f-  . . .  -|- Tr -+- U  =  o, 

podemos  escribir 

Y  =  G,e'-'^*-«)  -H  C,e'-«^*-«)  4-  ...  -h  G„e'-«^*  «J. 
Enlônces,  para  satisfacer  à  las  condiciones  (i),  se  pondra 

Gj  -h  Cj  H-  ...   -+-  Cn  =  O, 

C,ri  -hCj/-2  f   . . .  -hCnrn  —  o, 
CiTÎ  -H  C,r*  -f-  . .    -h  C„rJ  -iz  o, 


C,  rï"*  -r  C, r;-«  -f-  . . .  4-  C„ rr •  ^  =  o, 
C,rî->  -h  G,r;-»  4-  . . .  4-  C«  r^*  ^^  F  (a). 

Operando  como  en  el  n"  381 ,  se  encontrarà 

F(a)  _   F(a)  _    F(a) 


luego  se  tendra 

I  =^  :ï7-:^ î^ H 


/'(/•.)  /'(r,)        '    •    •    •        /'(r„) 
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i,  por  consiguiente,  escribiremos 


0  ^  V         W  *^0 


) 


-!--...-+- 


/ 


/c-j 


Para  oblener  la  intégral  gênerai,  es  précise  agregar  à  este  valor 
la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  (gj)  la  cual  es 

siendo  C|,  C2,   ...,  Cn  constantes  arbitrarias.  Pero  observemos 
que 

pucde  escribirse 


e^^'(c,f(r,)  ^j^  e-'-.«F(a)é/aj 


6  bien,  reemplazando  C4/'(r<\  por  C|, 


^r.ar 


i  se  tendra,  para  espresion  de  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  (a). 

(ci-h  re-'"'«F(a)d/a'\       e'-'^/'c, -h   /    e  '•««F((x)e/x) 
V  — -^ L-? -f-         ^  ^0 


gr^x 


-+-... 


lo  que,  en  el  fondo,  es  la  formula  (A)  ya  obtenida  en  el  n®  387. 

390.  Reduccion  de  una  ecuacion  lineal  compléta  à  otra  de  un 
ôrden  inferior,  en  el  caso  de  que  se  conozca  nna  ô  mas  intégrales 
particulares  delà  ecuacion  sin  segundo  miembro.  —  Pongamos, 
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como  en  el  n®  386, 

siendo  P,  . . . ,  T,U  funciones  dadas  de  x,  Acabamos  de  ver  que  se 
puede  obtener  por  cuadraturas  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion 

(a)  ^{y)  =  y. 

cuyo  segiindo  miembro  es  una  funcion  dada  de  ^,  cuando  se 
conoce  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion 

(P)  *(7)-=o, 

6  lo  que  es  lo  mismo,  cuando  se  conocen  n  intégrales  particulares 
dislintas  de  esta  ecuacion,  sin  ninguna  constante  arbitraria.  Nos 
proponemos  ahora  generalizar  este  resultado,  demostrando  que  la 
integracion  de  la  ecuacion  (a)  exige  solamente  la  integracion  de 
una  ecuacion  lineal  del  ôrden  n  —  i,  cuando  se  conocen  i  inté- 
grales particulares  de  la  ecuacion  (^). 

Supongamos  que  se  conozca  una  intégral  particular  yi  de  la 
ecuacion  (p);  se  tendra  una  intégral  mas  gênerai  poniendo 

siendo  Ci  una  arbitraria,  i  si  se  considéra  a  d  como  variable,  la 
ecuacion  (i)  podrâ  representar  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion 
(a);  no  se  haria  aqui  otra  cosa  sino  el  mismo  cambio  de  variables 
practicado  en  el  n®  386.  La  ecuacion  (i)  da,  por  la  diferenciacion , 

dx         *  dx       ^^  dx  ' 
(2)         "^  dx^"^  dx*  '^      dx  dx     ^'  dx*  ' 


d^Y       ^  d^^Yt       n  dCi  d^'-^Yi  cf«C, 

dx^         *  dx''       I   dx   dx''-^  ^  '"  ^^^  dx"^  ' 

i,  como  por  hip6tesis  $  (y^)  es  nulo,  la  sustitucion  de  los  valores 
(i)  i  (2)  en  la  ecuacion  (a)  darà  un  resultado  de  la  forma 

^    ^  dx''  *   dx''-*  ^  dx  *' 
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sîendo  Pi ,  .  .  . ,  T,  i  V|  funcîones'conocîdas  de  j-.  La  ecuacion  (3), 
de  donde  debe  sacarse  el  valor  de  C|  es  lineal  i  del  orden  /i;  pero 
como  uo  contiene  mas  que  las  derivadas  de  C|  i  no  à  esta  funcion 
misma,  podrâ  rebajarse  al  orden  n  —  i,  poniendo 

m 

i  entônces  se  convierte  en 

Si  puede  hailarse  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  (5"),  se 
tendra,  por  niedio  de  la  ecuacion  (4)^  i  rcpresentando  por  C|  una 
constante  arbitraria. 

Cl  -=  c,  4-  /    uda:. 
i,  por  ûltimo  la  ecuacion  (i)  darà 

(6)  r  — ^i/i-^-ri  /    udx, 

que  sera  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  propuesta. 

Asîel  conocimiento  de  una  intégral  particular  de  la  ecuacion  (3) 
permite  rebajar  de  una  unidad  el  (Srden  de  la  ecuacion  (a),  sin 
que  deje  de  afeclar  la  forma  lineal. 

Supongamos  ahora  que  se  conozcan  i  intégrales  particulares 

de  la  ecuacion  (g).  Por  medio  de  la  intégral ^^,  se  reducirà,  como 
acabamos  de  verlo,  la  integracion  de  la  ecuacion  (a)  à  la  de  la 
ecuacion  (5),  que  represen  tarera  os,  para  abreviar.  por 

(7)  V(«)  =  V„ 

i  digo  que  se  conocen  i —  i  intégrales  de  la  ecuacion 

(8)  V(«)^o. 

En  efecto,  es  évidente  que  se  pasa  de  la  ecuacion  (8)  à  la  ecua 
cion  (3)  por  la  sustitucion 

dx 
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1,  puesto  que^r2ïJK3î  •  •  .>^iSon  solucioncs  de  esta  ecuacion  (p), 
la  ecuacion (8)  quedarà  satisfecha  por  uno  cualquiera  de  los  valores 
siguienles  de  u 

d^  d^  dîl 

dœ  dx  '  ' '  '  dx 

Asi  puede  aplicarse  âla  ecuacion  (^)  lodo  lo  que  se  ha  dicho  de  la 
ecuacion  (a);  se  reducirà  la  investigaciou  de  su  intégral  à  la  de 
una  ecuacion  lineal  del  ôrden  n  —  2  tal,  que  la  ecuacion  corres- 
pondiente  sin  segundo  miembro  admitirà  i  —  2  intégrales  parti- 
culares  conocidas.  Y  continuando  de  la  misma  manera,  se  formarâ 
una  ecuacion  lineal  del  ôrden  n  — •  t,  cuya  intégral  gênerai  bastarà 
conocer  para  obtener  la  de  la  propuesta. 

391.  De  algunos  casos  en  que  paede  integrarse  la  ecuacion 
lineal  compléta.  —  I.  Si  en  la  ecuacion 

P,  .  .  . ,  T,  U,  V  son  constantes,  se  hara  j'  =  rr  -{-  3,  î  se  tendra 

d'*'Z       ^  d^-^z  ^  dz 

ecuacion  que  se  sabe  integrar. 

IL  Siendo  supuestos  constantes  los  coeficientes  del  primer 
miembro,  si  V  es  una  funcion  entera  de  ^, 

Aar'«  -h  Bo;"»-*  h-  ...  -h  Go:  4-  H, 
se  pondra 

y  z=z  aœ^  -{-  bx'^-'^  -f-  . .  .  4-  gx  4-  A  :=  X, 

i  se  determinaràn  los  valores  de  a,  6,  .  . . ,  ^,  A,  espresando  que 
satisfacen  à  la  ecuacion  propuesta,  lo  que  darâ  lugarà  tantas  ecua- 
ciones  como  incôgnitas.  Obtenida  asi  una  primera  intégral,  se 
pondra  ^*  i:^  X  +  ;;,  i  z  no  dependerâ  mas  que  de  una  ecuacion 
lineal  con  coeficientes  constantes  i  sin  s^undo  miembro. 
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m.  Si 

V  =1 A  cos/io?  -i-  B  sen  no:, 

siendo  A  i  B  constantes,   asi  como   los  coeficientes   del  primer 
miembro  de  la  ecuacion  (z),  se  harâ 

y  i=zacosnx  -+-  bsennx^ 

lo  que  reduce  la  ecuacion  (x)  â 

(aG  -H  6H)  cosnx  -+-  (aK-\-  6L)  sena:  =i  Acos/i^  -h  B  sennx, 

siendo  G,  H,  K,  L  funciones  de  n  i  de  los  coeficientes  de  la  ecua- 
cion. Para  que  la  ecuacion  quede  satisfecha,  sera  necesario  que  se 

tenga 

aG  -  6H  =  A,         aK-\-bL  —  B, 

lo  que  détermina  los  valores  de  a  i  6,  à  ménos  que  GL  —  HK  no 
sea  nulo.  La  intégral  gênerai  sera 

y=:r.  aco^nx  -f-  hs^nnx  -j-  Zy 
siendo  z  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion 

do:*  dx^-^       '  '  '  dx 

El  método  précédente  cae  en  defecto  cuando  se  tiene 
GL  —  HK  =  o.  En  este  caso,  la  intégral  debe  afectar  otra  forma 
que  se  encuentra  por  un  artificio  de  càlculo,  como  se  verâ  en  el 
ejemplo  siguiente.  Sea  la  ecuacion 

(i)  ^4-j.^cosa?; 

no  puede  satisfacerse  à  esta  ecuacion  poniendo 

y  ^a cosa? 4-  h sen a:, 
porque  se  hallaria 

—  acoso;  —  6senâ?  -h  acos^  4-  fesenj:  rrz  cos^, 

r 

o 

O  =  C0SJ7, 

ecuacion  que  es  imposible  de  hacer  idéntica. 
Pero  si  se  toma  la  ecuacion  mas  gênerai 

d}y 
(2)  ^  i-jirzcosnx, 
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poniendo 

y  =  acosnx  ■+-  bsennXy 
se  tiene 

a(i  —  /i')  cos/ia?4-  b{i  —  n')  sennx  ^^cosnx, 

de  donde 

a  =  — : — r,  ô  — o, 

I  —  n^ 

lo  que  da  la  solucion  parlicular 

cosnac 

Por  otra  parte  la  integ^ral  gênerai  de  la  ecuacion 

es(n«384) 

y  =:  Ccos  J7  -h  CiSenx; 

luego  el  valor  de  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  (2)  sera 

cos  nx      ^  ^ 

Y  — T-  -h  Gcos  J7  -h  Cj  sen  x. 

Este  valor  se  hace  ilusorio  poniendo  n  =:  i  ;    pero   se   puede 
escribir 


lo  que  da 


c  =  C, '—  . 

1  —  /l- 


c.o^nx  —  cos  a?       ^  ^        , 

y  rrr V-  GjCOsa?  -h  GiSen/ijp. 


Haciendo  ahora  n  =  i,  el  primer  término  toma  la  forma  -,  pero 
su  verdadero  valor  es  — -y  luego  la  intégral  gênerai  de  la  ecua- 


cion (i)  es 


X  sen  X      ^  ^ 

*^  2 


IV.  La  ecuacion 


-r—  -f-  P  - — '-T  -f-  . . .   f-  T  -7-  -h  U  r  =  V 
dx''  dx»-^  dx         -^ 


476  SEGUNDA    PARTE.    —    LECCION    XLV. 

se  reduce  al  caso  précédente  cuando  se  tiene 

V  =  A.cosnx  -h  Bsennx  -h  A'cosn'jc  -+-  B'senn'x  h-  . . . . 

■ 

Poniendo  y  =^  u-h  u^  -h  -  »  -  ^  bastarâ  satisfacer  separadamenle 
à  las  ecuaciones 

-r-— --i-  P   ,,,-+-  ...  H-  Uw  ^=  Acosn^:  -+-  Bsenno?, 
dx'*^  dx'*-^ 

-7-^+  P    ,    ,   J  -H  .  . .  -hUmi  n^  A'cos/i'j?  4-B'sen/i^r. 


392.  Integracion  de  la  ecuacion  lineal  de  segundo  ôrden.  — 
Consideremos  la  ecuacion  lineal  de  segundo  ôrden 

en  la  que  P,  Q,  V  son  funciones  dadas  de  x.  Por  la  teoria  espuesta 
precedentemente  (n®  390),  si  se  conoce  iina  solucion^i  de  la  ecua- 
cion obtenida  reemplazando  V  por  cero,  la  integracion  de  la  pro-, 
puesta  no  dependerà  mas  que  de  una  ecuacion  lineal  de  primer 
orden,  i,  como  semejante  ecuacion  puede  sierapre  ser  integrada,  se 
podrà  asi  determinar  la  intégral  gênerai  de  la  ecuacion  (i).  Se 
obtiene  fàcilmente  esta  intégral  del  modo  siguiente.  Se  tiene,  por 
hipôtesis 

Eliminando  Q  entre  las  ecuaciones  (i)  i  (2),  résulta 


si  se  hace 


^.r      ^  ^7i 


se  tendra 


luego 


d\Y         d^.Yt  d^  ^ 

^^dx^~^dx^  ~dx'' 


^^  r»  xr 
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La  intégral  gênerai  de  esta  ecuacion  es  (n®  347) 


•*  lÉ 


Por  otra  parte  la  ecuacion  (3)  da 

dx      y\' 
de  donde,  integrando, 

esta  ûltima  espresion   de^  contiene   dos   constantes    arbitrarias 
C  i  C|. 


lyercicios. 


1.  Integrar  la  ecuacion 


d^v        x^  —  a    dy      5t(  i  —  a?) 


dx^      x{i  —  x)dx      x(i--x) 
Solucion  : 


2.  Integrar  la  ecuacion 


Solucion  : 


^y 

dx^       ^"^      ' 


j  a 


3.  Integrar  la  ecuacion 

d>y      ^  dy  x 

dx^^      dx        '^       (  I  4-  ar)« 

Solucion  : 
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LECCION  XLVI. 


MÉTODO  DE  LAS  VAKIAGIONES. 


393.  Objeto  del  método  de  las  variaciones.  -<  En  las  cuestiones 
que  hemos  tratado  de  mâximo  i  de  minimo,  en  el  câlculo  diferen- 
cial,  se  da  una  funcion  conocida  de  una  6  mas  variables,  i  se  quiere 
delerminar  los  valores  de  la  variable  ô  variables  que  hacen  que  la 
funcion  tome  el  mayor  6  el  menor  valor  posible,  en  un  intérvalo 
finito  por  pequeno  que  sea. 

Vamos  ahora  à  considerar  una  nueva  clase  de  problemas  de 
mâximo  i  de  minimo  en  los  que  la  funcion  misma  es  desconocida. 
Sean  y  una  funcion  indeterminada  de  â?,  i 

una  funcion  de  forma  dada  de  ^,  de^  i  de  las  derivadas  de^'.  La 

t 

intégral 

tomada  entre  limites  constantes  6  variables  ûCoy  ^i,  cambiarà  de 
valor,  segun  la  relacion  que  se  establezca  entre  x  éy,  i  segun  los 
valores  de  los  limites  Xq^  x^j  si  estos  son  variables.  Pues,  bien,  se 
quiere  encontrar  para  ^  una  funcion/ (a:)  tal,  que  la  intégral  S 
tome  un  valor  mâximo  6  minimo  entre  todos  los  valores  que 
corresponden  â  determinaciones  de  la  funcion  y,  i  de  los  limites, 
infiuitamente  cerca  de  la  determinacion  que  se  busca. 

La  resolucion  de  este  problema  i  de  las  cuestiones  anâlogas 
forma  el  objeto  del  método  de  las  variaciones,  imaginado  por 
Lagrange,  i  que  es  de  suma  utilidad  en  las  aplicaciones  â  la  me- 
cânica. 
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394.  Definicion  de  las  variaciones  de  dos  variables  qae  depen- 
den  ana  de  otra.  —  Sean  x  é  y  dos  variables  que  dependen  una 
de  otra,  de  manera  que  se  tenga 

(!)  y^n^y 

Si  se  consideran  k  xiky  como  las  coordenadas  variables  de  un 
punto,  la  ecuacion  précédente  representarâ  una  curva,  i,  si  se 
quiere  comparar  esta  curva  con  la  que  représenta  otra  ecuacion 
cualquiera 

(2)  y^f,{x), 

se  podrà  comprender  à  las  dos,  i  esto  de  una  infinidad  de  maneras 
distintas,  en  una  misma  familia  de  curvas,  cuya  ecuacion 

(3)  7  =  F(:r,a) 

contendrâ  un  parâmetro  variable  a.  La  funcion  F  debe  ser  escogida 
de  manera  que  se  reduzca  sucesivamente  ày*i  â/i,  cuando  se  atri- 
buyan  al  parâmetro  a  dos  valores  parliculares  ;  por  ejemplo,  se 
podrà  poner,  representando  por  ao  i  por  a«  dos  valores  determinados 
cualesquiera  de  a, 

Oti  —  (Xq  *|  —  «0 

porque  esta  formula  da 

Y,  si  se  quiere  tener  la  funcion  mas  gênerai  F  (a:,  a),  que  Uene  la 
condicion  que  exigimos,  es  évidente  que  bastarâ  agregar  à  la  espre- 
sion  que  acabamos  de  formar  una  funcion  arbitraria  de  j?  i  de  a, 
sujeta  à  la  sola  condicion  de  anularse,  cualquiera  que  sea  x^  para 
a  =  a©  i  para  a  =  «i . 

Cuando  se  hace  variar  4  a  desde  ao  hasta  ai  la  curva  representada 
por  la  ecuacion  (3)  coincide  al  principio  con  la  que  représenta  la 
ecuacion  (i),  despues  varia  continuaraente  i  acaba  por  coincidir 
con  la  curva  representada  por  la  ecuacion  (2). 

Si  se  quiere  comparar  entre  si  dos  arcos  AB  i  A|  B<  {Jig*  70)  de 
las  curvas  (i)  i  (2)  comprendidos  entre  las  ordenadas  que  corres- 
ponden  â  dos  valores  dados  de  x^  OC  =  Xo'\  OD  =  X,  podrâsupo- 
nerse  que,  cuando  a  varia  desde  «o  basta  a^ ,  los  diversos  puntos  del 


4So 
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primer  arco  M,  N,  ...  vienen  a  coincidir  respectlvamente  con  los 
puntos  M4,  N| . . .  de  la  segunda  ciirva  (2),  moviéndose  sobre  las 
paralelas  MMi,  NN|,  ...  al  eje  de  las  j^;  entcSnces  los  puntos  de  las 


curvas  (3)  que  corresponde!!  à  un  valor  de  x  comprendîdo  entre 
x^  i  X  seràn  correspondientes, 

Cualesquiera  que  sean  los  arcos  de  las  dos  curvas  que  se  quiera 
comparar  entre  si,  se  puede  siempre  considerar  al  segundo  arco 
como  obtenido  mediante  la  deformacion  del  prlmero,  es  decîr, 
haciendo  describir  ciertos  caminos  à  los  diversos  puntos  del  primer 
arco;  los  estremos  de  cada  uno  de  estos  caminos  seràn  puntos 
correspondientes  de  las  dos  curvas.  Pero  la  deformacion  de  que  se 
trata  puede  hacerse  de  una  infinidad  de  maneras,  i  es  lo  que  vamos 
à  esplicar. 

Sean  AB  i  A|  B4  (Jig^  71)  los  arcosdelasdos  curvas  que  queremos 


Fig. 

7»- 

Y 

N\ 

^ 

aV-" 

^ 

B 

aV 

i 

0 

M 

w 

K 

considerar  como  correspondientes.  Podemos  escoger  arbitrariamente 
las  curvas  MN  i  M4  N4  sobre  las  cuales  se  muevan  los  estremos  A,  B 
del  primer  arco  para  venir  à  coincidir,  despues  de  la  deformacion, 
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con  los  eslremos  A^,  84  del  segundo  arco.  Ademas,  opérande  como 
hemoshechoantes,  podremoscomprenderlasdoscur\^asMN,  M|  N| , 
i  esto  de  una  infînidad  de  maneras  diferentes,  en  UDa  misma  familia 
de  curvas,  que  serân  representadas  por  una  ecuacion 

(4)  F(.r,7,0  =  o, 

en  la  que  t  désigna  un  parâmetro  variable;  las  curvas  MN,  M|  Nt 
corresponderân  à  dos  valores  determinados  t^^  t^  del  parâmetro  t, 
Sea  tambien 

(5)  F(.r,>,  a)  =  o 

la  ecuacion  de  la  familia  de  las  curvas  que  comprende  las  dos 
curvas  AB,  Ai  Bi  que  consideramos,  isupongamos,  como  preceden- 
temente,  que  estas  dos  curvas  corresponden  â  los  valores  ao,  ai  del 
parâmetro  2. 

Los  sisteraas  de  curvas  (4)  i  (5)  determinarân  todos  los  puntos 
del  piano,  porque,  si  se  fijan  los  valores  de  a?  i  de^,  estas  ecuaciones 
harân  conocer  los  valores  de  ^  i  de  a.  Se  puede  tambien  considerar 
k  x\  ky  como  funciones  de  ^  i  de  a;  supongamos  que  se  saque  de 
las  ecuaciones  (4)  i  (5) 

(6)  ^  =  *(^a),         7==iF(/,a). 

Si  se  hace  variar  â  t  considerando  â  a  como  constante,  las  ecua- 
ciones (6)  determinan  una  curva  del  sistema  a,  el  cual  comprende 
las  dos  curvas  dadas  AB,  A|B|.  Si,  al  contrario,  se  hace  variar  â  a 
considerando  â  t  como  constante,  las  ecuaciones  (6)  pertenecerân 
â  una  curva  del  sistema  ^,  el  cual  comprende  las  curvas  MN,  M|  N| , 
i  cada  curva  del  sistema  t  cortarâ  â  las  curvas  dadas  i  â  las  otras 
curvas  del  sistema  a  en  puntos  que  podrân  considerarse  como 
correspondientes . 

Esto  entendido,  para  los  valores  ao  i  ai  de  a,  se  tendra  respecti- 
va  mente, 

(8)  ^  =  ?i(0,       J  =  'h(0. 

Las  ecuaciones  (7)  definen  una  çierta  funcion  de  x  que  podrâ 
ser  representada  por 

(9)  y=/i^^)f 

3i 
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lomando  à  x  como  variable  independieiile.  Igualmente  las  ecua- 
ciones  (8)  definen  iina  segunda  funcion 

i  las  dos  funciones  (9)  i  (10)  eslàn  coraprendidas  en  el  sisteina 
mas  gênerai  representado  por  las  ecuaciones  (6).  La  primera 
corresponde  k  la  hipôtesis  de  a  =  ao>  '^i  segunda  à  la  hipôtesis  de 
a  ==  ai. 

Supongamos  que  se  atribuya  à  à  un  valor  cualquiera  determi- 
nado;  las  ecuaciones  (6)  definiràn  una  cierta  funcion  de  la  variable 
X.  Si  se  pone,  ademas, 

dy  =  y  dx,         dy  =f  dx,         dy  z=.y'"  dx, 

las  nuevas  variables^', y, y,  .  .  .  podràn  ser espresadas  lo  mismo 
que  X  é  y  en  funcion  de  ^  i  de  a.  Por  ejemplo,  la  diferenciacion 
de  las  ecuaciones  (6)  da 

dx=—^f^dt,  dy=.—^^^dt, 

de  donde 

,       d^Vit.y.)     d^it.r) 


y 


dt        '         dt 


i  por  medio   de  nuevas  diferenciaciones  se  obtendràn  los  valores 

dey',y% .... 

Siendo  asi  espresadas  las  variables  x^  yiO^i  /">  ...  en  funcion 
de  ^  i  de  a,  consideremos  â  t  como  constante  i  hagamos  variar  à  a, 
dàndole  un  incremento  rfa  ;  los  incremenlos  correspondientes  de  x 
i  dejK  seràn  dados  por  las  espresiones 

d%  dy}        1.2 

Ay= )j-^ — dix-\ -j-z — •' h 

•^  aa  aa*        1.2 

Si  se  emplea  la  caracteristica  5  para  designar  las  diferenciales  de 
los  diversos  ôrdenes  relativas  à  la  sola  variable  a,  podrâ  escribirse 
mas  simple  mente 

1 .3  ^  "         *^        i.a 
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i  se  tendra  tambien 

A/ =  Sy -f-  -^  -h  .  .  .  ,  Ay"=i  a/'-+-  -^  -h  . . . , 

Las  diferenciales 

5^,         5/,         S/,         Sy, 
se  llaman  las  variaciones  de  las  variables 

'^i      y ^      y  ■i      y  t       •  •  •  > 

estas  variaciones  son  relativas  ai  paso  de  la  funcion  que  determi- 
nan  las  ecnaciones  (6),  para  un  cierto  valor  de  a,  â  la  nueva  fun- 
cion que  determinan  las  niismas  ecuaciones  cuando  a  ha  recibido 
el  incremento  rfa.  Pero  nosotros  supondremos,  en  adelante,  a  =  ao  ; 
entônces  el  sisteina  (6)  coincide  con  la  funcion  dada  (9),  i  las 
variaciones  Ix^  3^,  ly\  8^' ,  ...  se  refieren  à  una  alteracion  de  esta 
funcion.  Por  otra  parte  esta  alteracion  es  arbitraria,  porque  el  sis- 
lema  (6)  define,  para  a  =  ai,  una  funcion  arbitraria,  i  la  dife- 
rencia  a^  —  «o  puede  ser  supuesta  tan  pequena  como  se  quiera. 
Las  diferenciales  segundas 

5*^,      3»7,      ay,      ay, 

se  llaman  las  variaciones  de  segundo  ôrden  de  las  variables 

•^>        y*       y  ^   ^  y  >        . . .  *» 

igualmente 

a^^,     av>     ^y>     sy> 

se  llaman  las  variaciones  de  tercer  ôrden;  i  asi  sucesivamente. 
Sea,  en  gênerai, 

V==F(^,7,/,7^...) 

una  funcion  de  las  variables  x^y^y'^y^  ....  Siendo  la  funciony 
deQnida  por  la  ecuacion  (9),  si  se  sustituye  à  esta  ecuacion  el  sis- 
leraa  (6)  con  el  cual  coincide,  para  a  =  a©,  la  espresion  V  sera 
una  funcion  de  ^  i  de  a,  i  las  diferenciales  sucesivas  de  V  relativas 
k  2  lomaràn,  para  a  =  ao,  valores  que  seràn  precisamente  las  varia- 
ciones de  los  ôrdenes  sucesivos  de  la  funcion  V. 

No  siendo  las  variaciones  otra  cosa  mas  que  las  diferenciales. 
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podrâ  aplicàrseles  las  reglas  de  la  diferenciacion,  i  se  tendra,  por 
ejemplo,  la  espresion  siguiente  de  la  variacion  del  primer  ôrden  8\  : 

...      dV^         dV ,         dW  ^  ,       dY  ^  „ 

395.  Teoremàs  relatives  &  la  permntacion  de  las  caracteristi- 
cas.  —  Teorema  I.  —  Puede  invertir  se  el  ôrden  de  las  opéra- 
clones  espresadas por  las  caracteristicas  d  il. 

En  efecto,  sea 

Siendo  las  variables  x^y^y^y^  .  .  .  espresadas  en  funcion  de  las 
dos  variables  t  i  a,  como  se  ha  esplicado  antes,  se  tendra 

V=:/(^,a), 

en  que  se  supone  que  a  liene  un  valor  determinado  au*  £sto 
supuesto,  se  tiene,  por  definicion, 

dw^itliiiidt,      iv^iC^d^. 

dt  '  dd 

Como  las  variables  t  i  a  son  independientes,  sus  diferenciales  dt  \ 
d(x  son  arbitrarias  i  constantes;  si,  pues,  se  diferencian  las  dos 
formulas  précédentes,  la  primera  con  relacion  a  a,  la  segunda  con 
rclacion  à  ^,  se  tendra 

^df{t,0L)         »  ^d/(t.OL) 

S^Vriz  ^ dCdoiy  d^W=:  ^ dtdoi. 

dd  dt 

i,  por  consiguiente  (n®  66), 

hdW^d^W, 
\o  que  demuestra  el  teorema  enunciado. 

CoROLARio.  —  Del  teorema  précédente  se  deduce 

puesto  que 

^  d^\  =zZd dW  ^d  ZdW  =z  d d  ZY] 

i,  en  gênerai, 

3«  ^mv  =  rf'«  s^V. 
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Teorema  II.  —  Puede  invertirse  el  ôrden  de  las  operaciones 
espresadas  por  las  caraclerislicas  f  i  Z,  cualesquiera  que  sean 
los  limites  entre  los  cuales  deba  ser  efectuada  la  integracion. 

En  efccto,  sea 

S=:    r\djr, 

en  que  V  représenta  una  funcion  de  la  variable  independienle  x^ 
de  la  funcion^  i  de  sus  derivadas. 

Se  puede  espresar  x^y^y^y"^  ...  en  funcion  de  las  variables  t 
\  a;  pero  sera  preciso  suponer  que  a  reciba  un  valor  determinado 
ao)  despues  de  la  sustitucion  de  estos  valores  en  Y.  Entônces,  si 
fo  i  ^1  designan  los  valores  de  t  que  correspond  en  à  los  limites  ^o 
i  j?i,  podrà  escribirse 


-my 


Ahora  bien,  para  obtener  8S,  es  preciso  diferenciar  esta  intégral 
con  relacion  à  a,  i,  como  los  limites  ^o  ^  ^i  son  independientes  de 
a,  la  diferenciacion  podra  ser  ejecutada  bajo  el  signo  f,  Asi  se 
tendra 


-f. 


as-=  /  i(l^\dL 


Pero,  como  dt  es  una  constante,  se  liene 

\djr\       Z(\dx) 


u 


dt    )  dt 

I  uego 

i,  volviendo  otra  vez  a  la  variable  independienle  x^ 


as=r 


«(v^-)^,. 


dx 
fi 


Se  escribe  tambien  algunas  veces 


88=  r\{\dx), 
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siiprimiendo  el  factor  dx  que  figura  en  el  numerador  i  en  el  deno- 
minador  bajo  el  signo  /,  1  entendiéndose  que  la  integracion  es 
relativa  à  la  variable  x,  La  formula  demueslra  el  enunciado  del 
leorema,  i  subsiste  cualesquiera  que  sean  los  limites  Xq\  x^',  que 
son  constantes  cuando  la  variable  x  coincide  con  t^  pero  que,  en 
gênerai,  varian  con  a. 

396.  Espresiones  de  las  variaciones  de  una  funcion  i  de  sus 
derivadas  en  funcion  de  la  variacion  de  la  variable  independiente 
i  de  una  nueva  variable.  —  Sea^*  una  funcion  dada  de  la  variable  xi 
Pongamos,  como  precedentemente, 

(i)  dy=zy'dx,         dy^z^zy^dx,  ..., 

i  hagamos 

(2)  ^^ly^yia:, 

de  donde 

^y^=iyix  4-  0). 

Si  se  diferencia  la  primera  ecuacion  (i)  con  la  caracteristica  B  i  la 
ecuacion  précédente  con  rf,  se  tendra 

h  dy  =ily'  dx  -^  yi  dxy 
dly  =  dyix  -^ y'dlx  -h  t/w, 

como  se  puede  invertir  el  ôrden  de  las  dos  caracteristicas  rfi  8,  la 
comparacion  de  estas  ecuaciones  darà 

ly  dx  =:  dy  Ix  -h  6/a>, 

ô,  dividiendo  por  dx^  i  haciendo  uso  de  la  segunda  ecuacion  (i), 


dtù 


5  ./ ^fs 


Igualmente,  si  se  diferencia  la  segunda  ecuacion  (i)  con  la  carac- 
teristica 3  i  la  ecuacion  précédente  con  la  caracteristica  d^  se  tendra 

^dy'-ly"dx-\'y''ldx, 

d  ly  rrr  dy"  Ix  ^y"dlx-\-d^, 

de  donde 

ly'dx  ~  dy''lx  -H  ^  ;7-  > 
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o,  divldiendo  por  dXj 

Es  évidente  que,  continuando  asi,  se  formarân  las  ecuaciones 


(3) 


87'»-*'=/">8^+£S' 


(|ue  permilen  espresarlas  varlaciones  3y,  îjk',  ©y,  .  .  .  por  las  solas 
cantidades  Zx  i  o). 

397.  Espresion  de  la  variacion  de  una  funcion  cnalquiera  de  x, 
de  7  i  de  las  derivadasy  j'',  —  —  Sea 

i  designemos  por 

(5)  dW  =  Xdx  +  Y dy -\-  V dy -{-  ...  -HY(")rfj(«), 
la  diferencial  de  V;  se  tendra  (n**  394) 

(6)  8V  =  X8^-hY8jKH-Y'8/4-  ...  +  Y(«)  8j^f«). 


Si  se  sustraen,  miembro  â  miembro,  las  ecuaciones  (5)  i  (6),  des- 

Ix 
dx 


%x 
pues  de  haber  multiplicado  la  primera  por  -j-y  résulta 


Si; 

SV-e/V  ^  =  Y  {ly  -y  8^)  -H  Y'  (8/- j/8^)  +  . . . 

+  Y(")($/C")— 7««-*J8^), 
6,  à  causa  de  las  formulas  (3), 

3V  =  rfV^  +  Ya.+Y'^+Y»^+...+Y<'')^. 
dx  dx  dx^  dx" 


l 
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398.  Càlculo  de  la  variacion  de  una  intégral  definida.   — 

1.  Caso  en  que  la  funcion  bajo  elsigno  f  sea  independiente  de 
los  limites,  Piopongâmonos  determinar  la  variacion  de  la  intégral 
definida 

(I)  s^r\dœ, 

en  la  que  V  représenta  una  funcion  cualquiera  de  :r,  de^  i  de  un 
cierto  numéro  de  derivadas  de  y  tomadas  con  relacion  à  x.  Para 
mayor  sencillez,  supondremos  que  el  numéro  de  estas  derivadas  se 
reduce  à  dos.  Diferenciando  la  ecuacion  (i)  con  la  caracteristica  S, 
seliene(n^  395,  Teor.  II) 

(.)  as=  rii^^c/.; 


/ 


dx 
pero 

i(ydx)  =  iydxA-yidx  —  iydx'\-  vdix. 

se  tiene  tambien  (n®  397) 

ô  V  =  a  V  -; — h  I  w  -h  Y'  -j — f-  Y"  -T-^  j 
dx  dx  dx- 

poniendo 

d\  -y^dx^Xdy-^  Y'dy'  -h  \"  dy\ 
1 

(M  z=z^y — y^x. 

De  ahi  se  deduce 

(3)        S(Vrfx)  =  rf(V8x)+('Y«  +  Y'^  +  Y'^^)rf^; 
i,  por  consiguiente,  la  formula  (2)  darâ 

(4)  r^\.    .       r'\..d 


J"o  •^J'ft  *'-»o 


Puede  simpiificarse  el  segundo  miembro  de  esta  ûltima  ecuacion, 
transformando  las  intégrales  que  dependen  de  las  derivadas  de  g), 
por  medio  de  la  integracion  por  parles,  en  otras  en  que  no  figura 
mas  que  la  sola  cantidad  (o. 
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Se  liene,  efeclivamenle, 
(le  donde,  tomando  k  x^'i  k  x^  por  limites, 

Sustltuyendo  estos  valores  en  la  ecuacion  (4),  résulta 

>^=[v«--(v-S')-v.-]:; 

(6) 


•4  j] 


-h/      (  Y— ^-1- -^-y  )a)t/;r. 


Poniendo,  para  abre^'iar, 

dœ  J  dju 

dY'       ^Y" 


(7)  r^VoV4-   Y'--:i^   co  +  Y^ 


(8)  K  =  Y-    ,      .     ^   ,  ^ 
^    '  dx        dx* 

î  si  désignâmes  por  Fo  i  F^  los  valores  que  toma  F  para  los  limites 
de  la  integracion,  lafôrmula  (6)  podrâ  escribirse  mas  simplementc 

(9)  8S  =  r,  —  Fo  -h   r  Kù)  dx, 
6  bien 

(10)  8S  =  ri  — FgH-   r\KZY  —  Kyhx)dx, 

puesto  que  o>  =  8^  — ^'5j?. 

Puede  ponerse  la  espresion  F  bajo  otra  forma,  reemplazando  en 

ella  (0  î  -7-  por  sus  valores  B^  — y^^i  ^y — y^^]  entônces  se  tiene 
(,,)r=  [v-(y'-  ^)  v'-Yv]  oV-f-  (Y'-^)3^  +  Y'8r. 
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II.  Caso  en  que  la  funcion  V  dépende  de  los  limites  de  la 
integracion.  Guando  la  funcion  dépende  de  los  limites  Xq  i  jTi  de 
la  integracion,  es  preciso  agregar  a  la  variacion  ya  considerada  los 
términos  que  provienen  de  la  variacion  de  estos  limites,  à  saber, 

ndW  ^  dW  ^  dV  ^  ,        dW  ^  „\  ^ 


f^'/  rfV  ,         rfV  ^         rfV  .  ,       rfv  »  .  \  j 


-f- 


Pero,  comp  SjCoj  S^o?  -m  ^^i  j  S/i  •  •  •  son  constantes  en  la  inte- 
gracion relaliva  a  a?,  puede  ponerse  esta  espresion  bajo  la  forma 


.  ^.'^'■H.  ^/-'^H.  ^^""H  ^ 


en  que  las  cantidades  que  figuran  bajo  el  signo  f  no  contienen 
nada  que  dependa  de  las  variaciones. 
Si,  para  abreviar,  escribimos 

1 

G  =  r,-ro-hA, 

tendremos  que  la  espresion  compléta  de  8S  sera 

(i2)  8S  =  G4-  f     Kiùdx, 

399.  Otro  procedimiento  para  obtener  la  variacion  de  una 
intégral  definida.  —  Los  câlculos  por  los  cuales  hemos  hallado  la 
variacion  de  una  intégral  definida  pueden  ser  modificados  en  las 
aplicaciones. 

Hemos  obtenido  la  formula 
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pero  escribiremos  raas  simplemente 


sin  designar  la  variable  con  relacion  à  la  cual  se  hace  la  integracion, 
debiendo  (ijarse  por  limites  los  valores  que  toma  esta  variable  para 

Esto  supuesto,  V  es  una  funcion  de  ^j^^jj^Sy  î  pero  en  lugar 
de  las  derivadas  y'^y"  introduciremos  las  diferenciales  de  las 
variables  :r,  v,  siendo  la  variable  independienle  el  paràmetro  /, 
ciiya  variacion  es  nula.  Como  se  liene 

, dy  „ djc  d\Y  —  dy  d*x 

^  "  ^'         ^~  "dJ^  ' 

\ dx  sera  una  funcion  de  x^y^dx^dy^d^x^d^y,  Diferenciando 
este  producto  con  la  caracteristica  3,  i  observando  que  puede  inver- 
tirse  el  ôrden  de  las  operaciones  espresadas  por  âf  i  d,  se  tendra  un 
resultado  de  esta  forma 

5  (y  dx)  =  Xo  8jc  4-  X^  ^8^  -h  X,  rf«  Ix  4-  Yo  8/  4-  Y,  ^8/  -h  Y,  cV-ly, 

Las  diferenciaciones  espresadas  por  d  se  refieren  a  la  variable  /, 
i  la  integracion  por  partes  da 

/  Xj  t/  8j?  HZ  Xj  8j?  —   /  f/Xj  0.2?, 

/  Xj  ^*  8j?  1=  X j  e/ 8j7  —  <f  X,  8a: -h   I  c?*Xj8vr, 

fY,dZy=-.Y,Zy^J^dYrcy. 
fY,d*^y  =  Y,d^y-dY,^y-^Jd^Y,ly. 

Por  consiguiente,  si  se  pone 

X  =  Xo  -  é«,  4-  e^ X„         Y  =  Yo  —  ^1  4-  rf«  Y„ 

r  =  (Xj  —  rfX,)  8.r  4-  Xî8 1/^  4-  (Y,  —  ^,)  87  4-  Y,  8  dy, 

i  que  se  representan  por  Fo,  r<  los  valores  de  F  correspondientes 
â  los  limites,  para  los  cuales  se  tiene   respectivamente  x  =  Xq^ 


492  SEGUNDA    PARTE.     —    LECCION    XLVI. 

y  =j'o^  .  .  .,  ^  =  x^^y  =ys  ...  ;  se  tendra 

8S=:(r, -ro)4-   r(X8a:-hY8r), 

i  si  X  es  la  variable  con  relacion  à  la  cual  se  hace  la  integracion. 
deberâ  escribirse 


•«  il 


8S  =  Fi  —  Tn  -h  /      :; dx. 

dx 


Hemos  supueslo  aqui  que  la  funcion  V  es  independiente  de  los 
valores  que  toman  las  variables  en  los  limites  ;  pero,  si  lo  con- 
irario  tuviese  lugar,  bastaria  agregar  â  la  espresîon  précédente  de 
BS  los  términos  que  ya  hemos  calculado  en  el  n®  398  (U). 

La  formula  précédente  coincidirà  con  la  formula  (9)  del  n**  398, 
si  se  reemplaza  ^y  por  la  espresion 

dy  - 

por  esta  suslitucion  la  caritidad  'X.'Bx  -f-  Y  dy  se  reduce  â 

{Xdx  -h  Y  dy)  -^  4-  Yw, 

de  lo  que  résulta  que  se  liene  idénticamente 

Xdx-\-\dy^o,        Y=iK. 

400.  Caso  en  que  $x  =  o.  —  Hemos  calculado  la  variacion  de  la 
intégral  definida  S  en  la  hipôtesis  mas  gênerai,  suponiendo  una 
alteracion  cualquiera  en  la  funcion  y  de  x.  Si  se  supone  que  la 
variable  x  coincide  con  la  variable  t^  cuya  variacion  es  nula,  los 
limites  x^^  i  x^  serân  constantes,  î  se  tendra  Sa:  =  o;  entônces  la 
cantidad  representada  por  g)  no  es  otra  cosa  mas  que  ^y,  La  espre- 
sion de  $S  se  reduce,  en  este  caso,  â 


8S  =  (F.-r.)4-/"^rf.r. 


AHLICACIONES    DEL    UÉTOOO     DE    LAS    VARIACIONRS.  igS 


LECCION  XLVIL 


APLICACIONES  DEL  MÉTODO  DE  LAS  VARIACIONES. 


401.  Màximo  i  minimo  de  una  intégral  definida.  —  Sea  la 
intégral  definida 

en  la  que  se  supone 

V  =  F(x,7,y,j%...), 

siendo  j^  una  fuacion  de  œ,  é^',y ,  ...  las  derivadas  de  esta  fun- 
cion.  La  funcion  V  puede  dépend er  tambien  de  los  valores  que 
tonian  las  variables  para  los  limites  de-  la  intégral.  En  cuanto  à 
estos  limites,  se  suponen  que  son  dados  ô  que  estàn  sujetos  â 
ciertas  variaciones.  Esto  entendido,  se  quiere  determinar  la  fun- 
cion y  de  manera  que  corresponda  â  un  mâximo  <5  à  un  minimo 
de  S. 

La  funcion  que  se  trata  de  encontrar,  i  tal  otra  que  difiera  de  la 
primera  tan  poco  como  se  quiera,  pucden  estar  comprendidas, 
como  se  ha  visto,  en  un  sistema  de  funciones  mas  gênerai,  que 
dépende  de  un  paràmetro  a.  En  este  sistema,  las  variables  a?,jK  i 
las  derivadas  J^'^y,  .  .  .  son  espresadas  en  funcion  de  una  nueva 
variable  t  i  del  paràmetro  a,  i  lo  mismo  tiene  lugar  para  los  valores 
particulares  que  tomen  las  mismas  variables  en  los  limites,  los 
ciiales  dependeràn  de  los  limites  Iq  i  tt  de  t  i  del  paràmetro  a. 
Despues  de  la  sustitucion  de  los  valores  de  ^,^,  .  .  .,  la.espresion 
de  S  se  hace 


-n 


\da:\ 


dt. 


dt    J 
lo  que  se  reduce  à  una  simple  funcion  del  paràmetro  a. 
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Asi  nos  encontramos  aquî  en  el  caso  ordinario  dcl  niàxinio  i  del 
mininio.  La  condicion  necesaria  para  el  màximo  i  para  el  minimo 

es  que  la  derivada  -7-  6  la  diferencial  -r-  rfa  sea  nula  :  ahora  bien, 

esta  diferencial  no  es  otra  cosa  mas  que  la  variacion  de  S  ;  luego 
4a  condicion  de  que  hablamos  es  simplemente 

8S  m  o. 

Pero  se  sabe  que  esto  no  es  suficienle.  Es  preciso,  ademas,  para 

el  màximo,  que  -7-5-  6  -j-^doL^  sea  negativa  i,  para  el  minimo,  qne 

la  misma  diferencial  sea  positiva;  esta  diferencial  es  cabalmente  la 
variacion  de  segundo  ôrden  Ï^S;  luego  es  necesario  que  se  tenga 

8*S<o 
para  el  màximo,  i 

8«S  >  o 

para  cl  minimo.  En  el  caso  en  que  8^S  =  o,  séria  preciso,  para  el 
màximo  i  para  el  minimo,  que  se  tenga  tambien  5'S  =  o.  No  Ueva- 
remos  mas  léjos  esta  discusion,  que  no  tiene  objeto,  puesto  que, 
en  la  mayor  parte  de  los  casos,  se  sabe,  por  la  naturaleza  de  la 
cuestion  propuesta,  si  hay  realmente  un  màximo  6  un  minimo. 
Esto  entendido,  en  la  hipôtesis  mas  gênerai,  se  tiene  (n^  398) 


La  condicion  SS  =  o  exige  que  se  tenga  separadamente 

G  =  o,         K  =  ô. 

En  efecto,  supongamos  que  se  hayan  fijado  las  variaciones  rela- 
tivas  à  los  limites.  Como  la  deformacion  que  résulta  de  las  varia- 
ciones del  paràmetro  a  es  enteramente  arbitraria,  la  funcion  o)  es 
ella  raisma  arbitraria,  i,  si  K  no  es  nulo,  se  puede  escoger  à  (i>  de 
manera  que,  para  todos  los  valores  de  x  comprendidos  entre  Xq  i 
X\  tenga  constantemente  el  signo  de  K  6  constantemente  un  signo 

contrario  al  de  K.  Entônces  la  intégral  /     Y^tùdx  tendra  un  valor 

diferente  de  cero,  i  sera  positiva  6  negativa  à  voluntad;  por  consî- 
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guienle,  ciialqiiier  valor  que  se  suponga  para  G,  podrà  hacerse  de 
manera  que  SS  no  sea  nula.  La  condicion  de  màximo  i  de  nitninio 
exige,  pues,  que  se  tenga 

(>)  ■  K  =  o, 

i  résulta  necesariamente  que  se  deba  lener  lambien 

(2)  0  =  0. 

(^uando  V  no  contiene  mas  que  x^y^^y' éy\  la  condicion  (i)  6 

es  de  cuarto  ôrdcn,  puesto  que -r-^  contiene  a  jk*^'.  Sera  preciso 
integrar  esta  ccuacion,  i  se  tendra  un  resultado  de  la  forma 

il)  7=:/(j:,C„C„C„C,), 

conleniendo  cuatro  constantes  arbitrarias.  Esta  ecuacion  (4)  harà, 
pues,  conocerla  funcion  desconocida  j',  i  no  queda  mas  que  deter- 
minar  las  cuatro  constantes  Ci,  C2,  C3,  C^  de  manera  que  la  ecua- 
cion (2)  sea  satisfecha.  Pero  es  necesario  distinguir  varios  casos. 
i'*  Si  los  valores  de  x^y^y' ,  relativos  âlos  limites,  son  dados,  las 
variaciones  de  estas  cantidades  son  nulas  i  la  ecuacion  (2)  es 
satisfecha  idénticamente.  Diferenciemos  la  ecuacion  (4),  tendrcmos 

(5)  /=/(^,C„C„C3,Gv). 

Keemplazando  en  (4)i(5)  los  valores  de  x,y^y'  relativos  à  los 
limites,  tendreraos  las  cuatro  ecuaciones  siguientes 

I  J^o  =/(*^o>  Gj,  Gj,  Cs,  G4), 

,^,  ,  7i==^/'(^o,  G,,Gi,Cj,  C4). 

(o)  < 

y\  =/(«^i>  Gj,  Gj,  G3,  G4), 

/i  =/ (^o  C„  Gt,  G3,  G4 ), 

que  serviràn  para  determinar  las  cuatro  constantes  desconocidas. 
2**  Si  una  delasseis  cantidades  ^ojJ^o?JK'o>  ^uj^ij^i  queda  arbi- 
lraria,^''j  por  ejemplo,  la  ecuacion  (2)  no  quedarà  satisfecha  idén- 
ticamente; pero  sera  preciso  igualar  a  cero  el  coeficiente  de  ly\^  i 
se  tendra  una  ecuacion  que  junta  con  las  ecuaciones  (6)  determi- 
naru  las  cuatro  constantes  i  el  valor  àey\. 
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3"  Si  entre  los  valores  de  x^  y^y'^  relatives  à  los  limites,  se  da 
una  ecuacion 

?('^o,/o,yo,'2^i,7i>7'i)  —  o, 
se  diferenciarà  esta  ecuacion  con  la  caracteristica  o,  i  se  tendra 

Llevando  el  valor  de  ly\  sacado  de  esta  ecuacion,  en  la 
«'cuacion  (2),  sera  preciso  igualar  a  cero  los  coeficientes  de 
^X0j  BjKoî  5^0 î  ^^ty  ^y^  y  ^^  tendrân  asi  cinco  ecuaciones  que  juntas 
con   las    ecuaciones  (5)  i   (6)  determinaràn  las   diez  incôgnilas 

^^1,  ^2,  63,04,  ^oj^ojyoï^nji  î^'r 

Estos  ejemplos  bastaràn  para  mostrar  cômo  se  deberà  procéder, 

cuando  se  tengan  dos  6  mas  relaciones  relativas  à  los  limites. 

402.  Ejemplos  de  aplicacion  del  método  de  las  ▼ariaciones.  — 
J.  Encontrar  la  linea  situada  en  un  piano ,  pasando  por  dos 
puntos  A  I  B,  i  que  sea  la  mas  cor  ta  que  pueda  trazarse  entre 
estos  dos  puntos, 

Tomemos  dos  ejes  rectangulares  en  este  piano.  Scan  4?o,  y^  las 
coordenadas  del  punto  A  i  Xs^ys  las  del  punto  B.  La  longitud  de 
esta  linea  sera 


/    ^'"*"^^^'^/    sfy^^^y^dx. 


Se  tiene  aqui,  conservanda  todas  las  notaciones  de  que  liemos 
liecho  uso  precedentemente. 


f  ^^1 


V  =  V'i+/S  rfV=: 


v'rfy 


\/i+7^ 


X  =  o,        Y  =  o,        Y'  =  -=^L=,  ¥"  =  0. 

La  ecuacion  K  =  o  sera,  en  este  caso, 
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de  donde  se  deduce 


i,  por  coDsiguiente, 


Y'  z=const.. 


•^         r=.  const. 


6,  lo  que  es  lo  mismo, 

de  donde  se  saca,  integrando^ 

yz=zGx-^-  C|. 

Por  olra  parte,  puesto  que  los  valores  de  ^  i  de  ^  relatîvos  â  los 
limites  son  fijos,  las  variaciones  ÎXq,  S^qj  8^0  ^4  son  nulas  i,  por 
con«iguiente,  se  tiene  idéntieamente  G  =  o.  La  linea  buscada  es 
pues  una  linea  recta.  Las  cantidades  C  i  C|  se  determinan  por  las 
ecuaciones 

/O  =  CiTo  H-  Cl,  Ji  =  Cx^  -h  Cl. 

II.  Encontrar  la  linea  mas  corta  de.un  punto  a  una  curva 
plana. 

Sean  A   i  BB|    {fig»    72)    el   punto    i   la   curva    dados   en  el 


piano  XOY  ; 

(0  /  =  'H^)» 

la  ecuacion  de  la  curva. 

Sea,  ademas,  AB  la  linea  mas  corta  trazada  desde  el  punto  A  à 
un  punto  de  la  curva  dada.  El  estremo  A  de  la  linea  AB  es  fijo  ;  el 
otro  estremo  puede  varlar  de  posicion  sobre  la  curva  BB,. 

32 
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Conservando  las  notaciones  précédentes,  se  Uega  â  la  ecuacion 

la  linea  buscada  es,  pues,  una  linea  recta. 

Determinemos  ahora  las  constantes  C  i  C|.  Se  tiene 

pero  las  variaciones  iXi ,  S/i  no  estân  sujetas  mas  que  à  la  condicion 
de  que  el  punto  (x^  +  Sa;,,  j^4  -h  S>',  )  esté  sobre  la  curva  dada.  Se 
tiene,  pues, 

de  donde 

Por  otra  parte,  la  condicion  G  =  o  es 

^x^-{-y[Zyi=o, 
de  donde  se  deduce 

o 

(3)  I-hCa/'(j?,)=:0, 

puesto  que^'=  C. 

Se  determinaràn  las  constantes  por  medio  de  las  ecuaciones 

De  la  ecuacion  (3)  résulta  que  la  linea  mas  corta  entre  un  punto 
i  una  curva  es  una  recta  normal  à  esta  curva. 

III.  Determinar  la  linea  mas  corta  que  pueda  trazarse  entre 
dos  cur^f  as  planas. 
Scan 

(1)  jrr.(p(,i;), 

(2)  J  =  .}(x), 

las  ecuaciones  de  las  dos  curvassiluadas  en  un  mismo piano  (yï^«73). 
Razonando  como  eu  el  caso  précédente,  se  encuentra  que  la 
linea  buscada  es  tarabien  una  linea  recta. 

(3)  jz=Cx-hC,. 
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Pero  la  determinacion  de  las  constantes  no  se  hace  jnas  de  la 
misma  manera.  En  este  caso,  a^o?  S^o?  S^«?  ^7i  pueden  variar,  con 
tal  que  el  punlo  A,  (xq  -|-  oXo,  jKo  +  ??'o)  quede  sobre  la  curva  (i), 

Fig.  73. 


Y 

\N, 

J^ 

•^^ 

kP 

\m 

0 

< 

)             0 

X 

i  el  punto  Bi(xi  +8^1,^1  +0^*)  quede  sobre  la  curva  (2). 
La  ecuacion  G  =  o  se  reduce  a 

que  se  cambia,  como  en  el  caso  précédente,  en  esta 

(4)  8x,[i  +  C^'(^0]-S^o[i-4'C9'(^o)]  =  o,  ^ 

à  causa  de  las  ecuaciones 

Ahora  bien,  siendo  las  variaciones  ^Xq  i  ix^   independientes  una 
de  otra,  la  ecuacion  (4)  se  divide  en  dos, 


(5) 


(    I4-Cf  (070=0, 

l  i  4-G<f)'(a;o)=0, 


que  reunidas  con  las  siguientes, 

Vo  =  G  xo  -h  Cl,        7  =  ?  (^0)» 
j,  =  GoTi  -I-  G,,        7i  =  '^  (^1  ), 

deternninan  compléta  mente  las  constantes  G,  G|  i  las  coordenadas 
Xo,^oj  ^mJ^i  de  los  estremos  de  la  recta  minima. 

Las  ecuaciones  (5)  hacen  ver  que  la  linea  mas  corta  entre  dos 
curvas  planas  es  una  normal  comun  à  las  dos  curvas  propuestas. 
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IV.  Encontrar  la  cur va  plana  que pase  por  dospuntos  dados 
A  i  B  /  que  engendre  un  àrea  minima  girando  al  rededor  de 
un  ejeOX^  situado  en  su  piano, 

Tomemos  por  eje  de  las  x  la  recta  CD  i  por  eje  de  las^  una 
perpendicular  à  esta  recta.  Scan  x^^  y^  las  coordenadas  delpunto 
A,  i  Xi,yi  las  del  puntoB.  El  ârea  cuyo  minimo  se  pide  esta  repre- 

sentada  por  2?:  /     J'y'i-h/'^  dx,  î    la    cuestîon    propuesta    se 

reduce  à  buscar  el  minimo  de  la  intégral 


y  /rry*  dx. 

~0 


Refiriéndonos  à  las  formulas  générales  del  n®  398,  se  tiene 

La  ecuacion  K  =  o  es 

dY' 

Para  integrar  esta  espresion,  observemos  que  se  tiene 

dy=zYdy-^Y'dy. 
EHminando  Y  entre  esta  ecuacion  i  la  ecuacion  (i),  résulta 

dy  =  {Tdy-\-ydY'). 

é,  integrando, 

Y-YV=c  ô  ^        =  r, 

siendo  c  una  constante  arbitraria.  De  esta  ecuacion  se  deduce 

I 

dx  ■=:.  -  •  I 


La  intégral  de  esta  ecuacion  es  (n^  374,  II), 


X-C\  x-r. 


y=z  -  [e   c    4- e     c 

que  es  la  ecuacion  de  la  cadenilla,  como  se  observé  en  el  citado 
numéro. 
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Las  constantes  se  determinan  como  en  el  ejemplo  précédente. 
Si  las  ordenadas  de  los  estremos  son  iguales  i  tomamos  por  eje 
de  las^  la  perpendicular  al  eje  tirada  à  igual  distancia  de  estos 
puntos,  se  tendra  a;i  =  —  Xq  î,  por  consiguiente,  la  constante  C| 
es  nula,  i  la  ecuacion  de  lacurva  sera 


c  f    s.         JE 
y=z  -  \  e  c  -\-  e  c 


Si  los  puntos  A  i  B  en  lugar  de  estar  (ijos  tienen  que  hallarse 
sobre  dos  curvas  dadas,  se  obtendré  tambien  una  cadenilla  normal 
à  estas  dos  curvas. 

V.  Siendo  dados  dos  puntos  X  iB  encontrar  la  curva  hMR 
que  debe  seguir  un  punto  material  pesado,  para  ir  del  punto 
A  al  punto  B  en  el  tiempo  mas  corto, 

La  curva  pedida  es  conocida  con  el  nombre  de  braquistocrona ; 
el  problema  fué  propuesto  la  primera  vez  por  Juan  Bernoulli  en 
1696,  i  diô  origen  al  método  de  las  variaciones. 

Supondremos  que  la  curva  pedida  esté  en  el  piano  vertical  que 
contiene  los  dos  puntos  dados.  Tomemos,  en  este  piano,  por  eje  de 
las  X  una  vertical  i  por  eje  de  las^  una  horizontal  pasando  por  el 
punto  superior  A  {fig^  74)-  Supongamos  que  el  môvil  parte  de  A 

Fig.  74. 


sin  velocidad  inicial.  Scan  V  su  velocidad  en  el  punto  M,  s  la  lon- 
gitud  del  arco  recorrido,  ^  el  tiempo  empleado  en  recorrerlo;  se 
tendre,  por  los  principios  de  mecànica. 


\  z=z\J'àgx  i 


""  dt  dt 


dXy 
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de  donde 

dt  =  7=^- — ~ —  dx^ 
Slig      sjx 

Asi,  Uamando  T  el  tiempo  necesario  para  recoirer  el  arco  AB, 
i  X|  la  abscisa  del  punto  B,  se  tendra 

SJo^gJ  ^  sjx 

Se  trata  pues  de  encontrar  las  condiciones  de  minimo  de  la  intégral 


/ 


Se  tiene  aqui 


^'X^d.. 


0 


s/x 

5 

y  — 

r' 

M.       — - 

' —         7                     X      V. 

sjxsji  -4- y* 

La  ecuacion  K       o  es 

de  donde 

Y'      c, 

i,  por  consiguiente, 

/= 

■=.c\Jx  sj i  -t-/'* 

Y  =  o, 


resolviendo  esta  ecuacion  con  relacîon  à^  =  ^t-j  se  halla 


dx 


dy__ 
dx 


Vit' 


(jue  es  la  ecuacion  diferencial  de  una  cicloide  cuya  base  es  hori- 
zontal. El  diâmetro  del  circulo  generador  esta  representado  por 
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—  •  Se  acabarâ  de  determinar  esta  curva  espresando  lacondicion  de 
que  pasa  por  los  puntos  A  i  B. 

403.  Hàxinio  i  minimo  relatives.  —^  En  las  cuestiones  précé- 
dentes, hemos  visto  cômo  se  piiede  determinar  el  valor  de  una  fun- 
cion  jK  que  hace  màxima  6  minima  à  la  intégral  definida 


=r 


(1)  S=/     Wdjc, 

cuando  no  se  impone  reslriccion  algiina  à  dîcha  funcion  y.  Se 
pucde  agregar  al  problema  la  condicion  de  que  la  funcion  y  sea 
tal  que  otra  intégral  deCnida 

(2)  S'=f\"dx 

lenga  un  valor  dado  /.  En  este  nuevo  problema,  que  se  reduce  sin 
dificultad  al  del  n°  401,  se  trata  de  encontrar  las  condiciones  de 
un  màximo  relativo  6  de  minimo  relalivo. 

Razonaremos  aqui  como  en  el  n®  401  :  la  funcion  desconocidai 
tal  otra  que  dificra  de  la  primera  tan  poco  como  se  quiera  pueden 
cstar  comprendidas  en  un  sistema  mas  gênerai  que  contiene  un 
paramètre  a.  Ademas,  en  este  sistema,  las  variables  x^yi  las  deri- 
vadas  y  ^y  ^  ...  se  espresan  en  funcion  de  una  misma  variable  t 
independiente  de  a,  i  entônces  se  tiene 


=jr"v§^..    s'=-jr'v'§^., 


de  suerte  que  S  i  S'  son  funciones  de  a.  Pero  la  segunda  de  estas 
funcîones  debe  reducirse  à  una  constante,  puesto  que  la  intégral  S' 
debe   conservar  el  mismo  valor  cuando  la  funcion  y  varia;   se 

tendra,  pues,  -7-  =  o;  por  otra  parte  la  condicion  de  maxime  6  de 
minimo  sera -7—=  o,  como  en  el  n®  401  ;  asi  se  tendra 
(3)  8S  =  o,        aS'=o. 
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Las  espresiones  SS  i  SS'  podràn  ser  pueslas  (n®  398)  bajo  la  forma 

(4)  8S  =  G-h  r^KwJ^r,  8S'  — G'-h  rVcoe/or,  i 

designando  G',  K'  cantidades  respeclivamente  anâlogas  à  G,  K. 
Pero  aqui  no  se  puede  poner  separadamente  G  =  o,  K  =  o,  por- 
que  0)  no  es  mas  una  funcion  enteramente  arbitraria.  Para  encon- 
trar  las  condicîones  que  deben  ser  llenadas,  en  este  caso,  es  pre- 
ciso  eliminar  o).  Pongamos,  como  ka  hecho  Cauchy, 

(5)  r  K'o>dr  =  o(jc). 

se  tendra  diferenciando, 

(6)  K'cû  =  ;p'(jc),  dedonde         w^?-^^. 

Como  ç  (xq)  es  cero,  segun  la  formula  (5),  la  espresiou  ES' sera 

(7)  lS'  =  &^^{a:,), 

i,  reemplazando  (o  por  su  valor  (6),  en  la  espresion  de  5S,  se 
obtendrà 


Xo 

La  integracion  por  partes  da 


)dx\ 


por  consiguiente,  si  se  represenlan  por  K|,  R'^  los  valores  de  K  i 
de  K'  para  x=^  x^^  se  tendra,  â  causa  de  9  (a?o)  =  o, 

K 


(8)  oS 


K  C^YJ 


La  funcion  (p(^)  es  enteramente  arbitraria;  esta  sujeta  solamente, 
por  su  deCnicion,  à  anularse  para  x=^  x^. 

Esto   supuesto,  se  ve,  por  la  formula  (7),  que  la   condicion 
''S'^  o  équivale  â 

<p(j7,)=:  — G', 
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lo  que  rediice  la  ecuacion  (8)  à 

r'd  - 

5S  =  (G-|^G')-(^,(.).f.. 

Pudiendo  lafuncîon  o{x)  serescogida  à  voluntad,  elrazonamienlo 
de  que  hemos  hecho  uso  en  el  n^  401  muestra  que  la  condicion 
gS  =  o  exige 

d- 

(9)  G-|^G'  =  o.         ^=o. 

La  segunda  de  estas  ecuaciones  da,  por  la  integracion 

(10)  jr-f^^  —  a         à         Kh-K'  =  o, 

siendo  a  una  constante  arbitrarla.  Entonces  la  primera  ecuacion  (9) 
se  convierte  en 

(11)  G-^aÇj'—o. 

Las  ecuaciones  (10)  i  (11)  son  las  condiciones  pedidas  del 
muximo  relativo  ô  del  minimo  relativo;  se  ve  que  son  las  mismas 
que  las  del  mâximo  absoluto  6  del  minimo  absoluto  de  la  intégral 


uaS'=r\ 


(12)  S-{-aS'=i/     (V-f-aV)^^; 

de  suerte  que  el  problema  de  que  nos  ocupamos  se  encuentra 
reducido  al  que  ha  sido  resuelto  en  el  n**  401.  En  realidad  se  tiene 
aqui  una  constante  arbitraria  a  en  mas  ;  pero  se  tiene  tambien  una 
nue  va  ecuacion,  à  saber  S'=  L 

404.  Ejemplos.  —  L  Siendo  dados  dos  puntos  G  iV)  en  un 
piano  {fig*  75)  encontrar  entre  todas  las  curvas  de  longitud 
dada,  situadas  en  este  piano,  i  terminadas  en  los  puntos  G  i  D, 
aquella  para  la  cual  el  àrea  ABDG  es  un  mâximo. 

Se  trata  de  hacer  màxima  à  la  intégral 


=  /    ydx, 
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con  la  condicion 


siendo  /  la  longitud  dada  de  la  curva.  Es  precîso  buscar  el  mâximo 

Fig.  75. 


absoluto  de  la  intégral 


siendo  a  una  indeterminada.  Se  tiene,  en  este  caso, 


V=74-av/i-+-/S         Xiiro,         Y=i,  Y'=:-^ 

La  ecuacion  K  =  o  es 

Y = —  :=  O. 

dx 


av 


v/i-+-/« 


\"z=z 


Q. 


Para  integrar  esta  ecuacion,  acudiremos  al  mismo  procedimienlo 
seguido  en  el  n®  402  (IV),  i  se  tendra 


V  — Yy=c 


a 


siendo  c  una  constante  arbitraria.  De  ahî  se  deduce 

V^a»  — (c  — j)- 
de  donde 

X  —  c'=:yja-  —  (c  — y)- 


=  c, 


6         [x  —  c'Y-^iy^cy 
La  curva  pedida  es,  pues,  un  arco  de  circulo  de  radio  a. 


-=La' 
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M.  De  Codas  las  curvas  isoperinietras  que  puedaii  trazarse 
en  un  piano  y  entre  dos  puntos  dodos,  hallar  laque,  girando  al 
rededor  de  una  recta  dada  en  el  mismo  piano,  engendre  la 
superficie  de  revolucion  màxima  6  minima. 

La  intégral  que  debe  hacerse  màxima  ô  miaima  es 


COD  la  condicion 


.«  0 

s'izi  j\/i-\-y^dx  =  i, 


es  preciso,  pues,  buscar  el  mâximo  absoluto  6  el  mînimo  absoluto 
de 


aS'—  /     {y  -\-a)sJi  -\-y'^dx. 


Gomo  a  es  una  constante,  el  câlculo  que  debe  ejecutarse  es  el 
mismo  que  el  del  n**  402  (IV),  i,  por  consiguiente,  la  curva  que 
engendra  la  superficie  màxima  6  minima  es  una  cadeniila. 


EJercicios. 


1.  EncoDtrar  la  funcion  que  hace  màxima  a  la  espresion 


Solucion 


^  =  \/^-^'- 


2.  Entre  todas  las  curvas  isoperfmetras  encontrar  la  que  engendra  el 
volùmen  de  revolucion  minimo. 
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So  lue  ion  : 

que  es  la  ecuacion  diferencial  de  Ja  curva  elâstica  (no  374). 

3.  Determinar  la  curva  plana  que  girando  al  rededor  de  un  eje  situado 
en  su  piano,  engendre  la  superficie  minima  conservando  \in  volùmen  dado. 


Solucîon  : 


y/^a^y'-iy^zt.b^)^ 


FIN 
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